Comparação de modelos para o Fleet Assignment Problem (Problema de Afetação de Frotas) by Mendes, Jorge Miguel Batista
 2019 
UNIVERSIDADE DE LISBOA 
FACULDADE DE CIÊNCIAS 







Comparação de modelos para o Fleet Assignment Problem  









Mestrado em Estatística e Investigação Operacional 
 Especialização em Investigação Operacional 
 
 
Dissertação orientada por: 







O trabalho realizado ao longo dos últimos meses muito dificilmente teria sido levado a cabo
sem o apoio e contribuição de algumas pessoas a quem estou profundamente grato.
Aos meus pais, endereço um emotivo agradecimento, pela possibilidade que me deram,
acreditando em mim e apoiando-me em todos os momentos, sem qualquer ceticismo. A vossa
confiança em mim foi fulcral.
À Mariana, a quem tenho o privilégio de ter como companheira, que dia após dia esteve
sempre a meu lado, acarinhando-me, apoiando-me e acreditando em mim incessantemente,
agradeço por tudo, tendo a esperança de poder retribuir da melhor forma e apoiá-la a alcançar
o sucesso que certamente lhe está destinado.
Porque felizmente a minha família não fica por aqui, gostaria também de agradecer à minha
avó, à Cristina, ao João e aos meus queridos irmãos.
Ao meu orientador, com quem tive o prazer de trabalhar, agradeço por todo o apoio, parti-
lha de conhecimento, conselhos e disponibilidade demonstrada.
À faculdade, agradeço a disponibilização de espaço e equipamento de qualidade, que per-
mitiu o desenvolvimento desta dissertação.
Aproveito também para deixar um especial agradecimento à D. Isabel, Sr. Fernando, Joana
e André pela amizade e integração na família.
Por fim, mas não menos importante, gostaria de mencionar os meus amigos, que contribuí-
ram das mais variadas formas para o meu sucesso. Por isso, gostaria de agradecer ao Miguel,




Na indústria da aviação é crucial a gestão minuciosa em todos os campos. Dada a comple-
xidade de otimização das operações ligadas ao voo, o planeamento de uma companhia aérea
é usualmente dividido em diversas fases sequenciais: planeamento da frota, planeamento das
rotas a operar, afetação da frota, gestão e manutenção da mesma e afetação da tripulação.
Nesta dissertação aborda-se o problema de afetação de frota de forma isolada, embora al-
guns autores optem por integrar este sub-problema com considerações mais amplas relativas
à manutenção dos aparelhos e/ou afetação da tripulação. Considerando um conjunto de voos
que uma dada companhia aérea (com um hub fixo) tem agendados, e conhecendo as estimati-
vas de procura associada a esses mesmos voos, torna-se perentório utilizar a frota disponível
da melhor forma, de modo a que a cada voo seja afeto o avião mais adequado em termos de
capacidade e minimizando os custos associados.
Consideram-se dois modelos com estrutura de redes distintas, que serão comparados rela-
tivamente à dimensão, tempo de execução e qualidade dos limites inferiores obtidos através
da relaxação linear, face a um conjunto de instâncias. A aplicação dos modelos será ainda
estendida a um horizonte temporal diferente do apresentado na literatura.
Para cada instância foram testados cenários com diferentes níveis de procura e com diferen-
tes composições de frota. As soluções obtidas com estes cenários foram comparadas, indicando
as melhores opções para cada caso.





In the aviation industry, the thorough management in all fields is crucial. Given the comple-
xity of flight operations optimization, the planning of an aviation company is usually divided
in several sequential stages: the fleet planning, the routes planning, the fleet assignment, the
aircraft routing and management and the crew scheduling.
In this thesis, the fleet assignment problem is approached in an isolated way, although some
authors choose to integrate this subproblem in a framework considering factors like aircraft
maintenance and crew scheduling. Given a set of scheduled flights of some aviation company
with a fixed hub, and knowing the associated flights demand, it becomes peremptory the good
usage of the available fleet in order to assign to each flight the most suitable aircraft in terms
of capacity, minimizing at the same time the associated costs.
Two models are considered with different network structures that will be compared against
a set of instances in terms of the size, execution time and the quality of the lower bounds
obtained by the linear relaxation. The models application will be extended to a time horizon
different from that presented in the literature.
For each instance different demand level scenarios and different fleet composition scenarios
were tested. The solutions obtained with these scenarios were compared, indicating the best
options for each case.
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Glossário
Nesta secção serão apresentados e descritos sucintamente os termos comummente usados
na área da aviação e mais precisamente os que serão utilizados ao longo deste artigo.
• Classes aéreas: Criadas pela IATA, as classes aéreas são compostas por um booking code.
As classes mais comuns são: primeira classe, classe executiva e classe económica. Cada
uma das 3 pode conter especificidades que diferem mesmo entre uma determinada classe.
A distinção é feita pelo booking code.
• Cockpit: Compartimento do avião destinado ao piloto e ao copiloto.
• Conexão: Quando um voo aterra em determinado local, e é necessária uma mudança de
aparelho para iniciar um novo voo. Resulta também na alteração do número único de
voo.
• Escala: Do inglês, Through-flight/ Stopover , significa que um voo único de uma origem
para um destino, aterra em determinado local para abastecimento, ou desembarcar outros
passageiros, não havendo necessidade de troca de avião até ao destino final.
• Evento: Categorização das horas, sejam elas respetivas a partidas, chegadas ou ready-
time, devidamente ordenadas de ordem ascendente no horizonte temporal, e devida-
mente identificados caso sejam eventos referentes a partidas ou ready-times
• Família de frotas: Consiste num determinado tipo de diferentes frotas, mas com as mes-
mas especificidades de configuração do cockpit e qualificação da tripulação de bordo.
• Flight arcs: Arcos representativos das legs na rede.
• Gate: Porta de embarque ou desembarque dos passageiros para o avião.
• Ground arcs: Arcos que representam a permanência de um avião na mesma estação du-
rante período de tempo.
• Hub: Designação dada por uma companhia aérea a um, ou mais aeroportos que são pon-
tos de conexão, levando os passageiros para o destino final pretendido. Aeroporto onde
os aviões pernoitam e fazem as respetivas manutenções.
• IATA: International Air Transport Association (Associação Internacional de Transporte Aé-
reo).
• Inbound: Arco representativo da viagem de regresso.
• Itinerário: Percurso existente que perfaz uma ligação O-D.
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• Leg: Ou flight-legs, abrange o tempo desde a descolagem do avião até à correspondente
aterragem.
• Master sink: Nodo conceptualizado na rede com intuito de contabilizar os efeitos no
início do dia.
• Master source: Nodo conceptualizado na rede com intuito de contabilizar os efeitos no
fim do dia.
• ’O-D’: Caminho composto por um par de origem - destino, no qual o passageiro tenciona
voar.
• Outbound: Arco representativo da viagem de ida, relativamente a um dado aeroporto.
• Overnight arcs: Arcos que conectam o último evento do dia, ao primeiro do dia subse-
quente.
• Ready-time: Após ter aterrado, a hora a que um avião estará pronto para nova descola-
gem, após ter aterrado.
• Spill: Número de passageiros por voo que excede o número de lugares (capacidade) do
avião.
• Spokes: Aeroportos para os quais uma dada companhia voa sendo a mesma sediada num
determinado hub;
• Tarifas aéreas: Em inglês, fare class, as tarifas correspondem a diferentes tipos de bilhetes
que conferem às companhias aéreas vender bilhetes em diferentes condições. As tarifas
podem variar consoante diversas condições.
• Tipo de frota: Corresponde a um determinado modelo de avião. Todos os aviões do
mesmo tipo são compostos pela mesma configuração do cockpit, mesmas qualificações da
tripulação de bordo, manutenções requeridas e capacidade.
• Turnaround-time ou TAT: Tempo mínimo necessário entre uma aterragem, de um dado
avião e subsequente descolagem.
• UTC: Sigla para Coordinated Universal Time, também conhecido como tempo civil, repre-
senta o fuso horário de referência com o qual é possível calcular todas as outras zonas
horárias do mundo.
• Voo: Leg ou legs realizadas consecutivamente por determinado avião. Contém um nú-
mero de voo único.




No primeiro capítulo desta dissertação, realizar-se-á o enquadramento temático do pro-
blema de afetação de frotas no contexto de gestão de uma companhia aérea. Serão apresentados
os conceitos introdutórios, os diferentes tipos de rede, e as fases que compõem o planeamento
do processo associado a uma companhia aérea.
No capítulo 2, será feita uma breve revisão literária das diversas abordagens associadas ao
problema em questão. Os dois modelos lineares para o problema em questão, são descritos no
capítulo 3, referindo as diferenças entre um modelo básico de estrutura de rede de conexões e
um modelo básico de estrutura de rede time-space. O trabalho de pré-processamento realizado
aos dados e aos modelos, de modo a permitir a correta implementação dos mesmos é feito no
capítulo 4. Ambos os modelos serão alvo de testes, no capítulo 5, relativamente a diversos
cenários de procura e composição da frota da companhia aérea, em diversos planeamentos de
gestão da afetação, permitindo deste modo, comparar os efeitos relativos às penalizações por
procura não satisfeita e consequente custo adicional (calculado com base num valor fixo, por
cada passageiro "perdido"), para cada um dos cenários. Os dois modelos serão comparados em
termos de consumo de tempo de CPU na obtenção da solução ótima, dimensão, bem como em
termos da qualidade dos limites inferiores (assumindo um objetivo de minimização de custos)
fornecidos pelas respetivas relaxações lineares.
1.1 Enquadramento temático
As companhias aéreas operam num mercado competitivo e sendo assim, o objetivo priori-
tário passa por terem melhores resultados do que as restantes, garantido assim o maior número
de clientes possível, levando ao crescimento da própria companhia no mercado. Para atingir
tal objetivo, as companhias aéreas necessitam de tomar decisões complexas, na maior parte
dos casos. Estas têm de ter em atenção fatores como a localização dos diversos aeroportos (ou
estações) e as suas restrições, nomeadamente, em termos de horários de funcionamento e tipos
de frota que podem receber, os diferentes tipos de aviões que poderão operar numa determi-
nada rota, as qualificações da tripulação, regulamentação existente quanto à mesma, diferentes
mercados, elevado número de diferentes rotas, entre diversas outras razões. No entanto, mo-
delar e resolver problemas de otimização na indústria da aviação pode ser uma árdua tarefa,
devido à enorme dimensão e complexidade do problema. O resultado será uma seleção de voos
calendarizados, que maximiza o lucro da companhia, usando os recursos disponíveis de uma
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forma otimizada. Geralmente, dada a grandeza do problema em questão, o mesmo é dividido
em diversas fases sequenciais, devidamente explicadas ao longo deste capítulo, com especial
destaque na secção 1.4.
1.2 Conceitos introdutórios
Quando o tema da aviação é assunto de uma conversa num grupo de pessoas, o interesse
passa por saber que destinos são aliciantes para visitar em primeiro lugar, qual o preço dos
bilhetes, tempo de voo, número de escalas e caso existam, duração das mesmas, hora de par-
tida/chegada, etc. Deste modo, a aviação depende fortemente do interesse das pessoas num
dado destino. A este interesse, está associada a procura para cada par origem/destino (desig-
nado por O-D, no restante desta dissertação), ou seja, a procura de uma dada ligação com uma
certa origem para um determinado destino. Assim, o fator procura é um elemento fundamental
para a existência e hábil gestão das companhias aéreas. Tendo em conta que a grande maioria
dos voos (quer seja por motivos de lazer ou negócios), compreende um voo de ida e volta, é
fundamental definir também o conceito de leg outbound e leg inbound. O primeiro conceito diz
respeito ao voo de partida que determinado passageiro faz, com sentido ao destino desejado.
Já o conceito de leg inbound, refere-se ao voo de regresso.
Um dos conceitos principais, voo, define-se como sendo composto por uma ou mais legs
voadas de forma consecutiva por um dado avião. A cada voo está também associado um único
número de voo.
Outro dos conceitos primários, o avião, em que o modelo de avião corresponde a todos os
aviões do mesmo tipo, isto é, compostos pela mesma configuração do cockpit (compartimento
destinado ao piloto e copiloto), mesmas qualificações da tripulação de bordo, manutenções re-
queridas e capacidade. Podem existir diferentes tipos de frota que pertençam à mesma família
de frota, bastando que tenham certas especificações equivalentes. Por exemplo, para o caso de
estudo presente nesta dissertação existem dois tipos de frota (CRJ700 e CRJ900) que pertencem
à mesma família de frota, (construídas pela Bombardier), uma vez que a versão CRJ900 é uma
versão "esticada" da versão CRJ700, tendo deste modo, maior capacidade de lugares.
Quando se deseja comprar um bilhete, depara-se com as classes aéreas, criadas pela IATA
(Associação Internacional de Transporte Aéreo). Pode-se assim, comprar um ou mais bilhetes
para a classe económica, classe executiva e primeira classe. A tarifa associada a cada uma des-
tas classes difere consoante as especificidades das mesmas.
Existem três situações possíveis para um itinerário O-D:
1. O seu voo é direto (ou nonstop), não tendo quaisquer paragens entre a origem e o destino.
2. O seu voo pode estar sujeito a escalas, isto é, o avião que faz o itinerário O-D tem a neces-
sidade de aterrar, antes de chegar ao destino final, para abastecimento ou desembarcar
passageiros, mas sem necessidade de mudar de avião.
3. O seu voo pode estar sujeito a conexões. Este conceito é muitas vezes confundido com
escalas, contudo, quando um voo tem uma conexão, significa que o mesmo está sujeito a
uma alteração do avião. Neste caso, o número único de voo difere.
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1.3 Planeamento de redes aéreas
Uma rede aérea pode ser definida como sendo um grafo onde os nodos da rede referem-
se aos aeroportos e as arestas às ligações entre os mesmos. Podem existir diversos tipos de
redes, tendo em conta fatores como por exemplo, se a mesma é definida a nível mundial ou
localmente para uma dada região, ou para uma companhia aérea. A escala da mesma também
é importante, já que pode ser considerada uma rede doméstica ou uma rede global. O fator
temporal também leva a que durante um dia, as ligações existentes na rede possam variar, já
que poderão existir rotas que só sejam feitas durante a parte da manhã, por exemplo.
1.3.1 Caracterização das redes
Existem diversas estruturas de rede aplicadas na área da aviação. Estruturas como hub-and-
spoke 1.1a e ponto a ponto 1.1b, são as mais comuns. No primeiro tipo de rede, a companhia
aérea define um aeroporto como hub para ser o centro de distribuição dos seus voos, e todos os
destinos para onde essa companhia voe, são denominados por spokes, não existindo ligação en-
tre os mesmos. Neste tipo de estrutura, é comum para companhias aéreas de pouca expressão,
que os seus os aviões regressam ao hub sempre no final do dia. Contrariamente, na estrutura
ponto a ponto, a companhia aérea avalia o potencial de cada par O-D, garantido assim um menor









(b) estrutura ponto a ponto
Figura 1.1: Dois tipos distintos de estruturas.
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1.4 Planeamento do processo aéreo
Afetação da tripulação




Figura 1.2: Fases do design do planeamento aéreo.
Analisando a figura 1.2, numa primeira fase, o sub-problema da companhia aérea diz res-
peito à tomada de decisão, tendo em conta diversos fatores, como a frota a adquirir e/ou man-
ter. De modo a satisfazer a procura prevista e até potenciar novos destinos, estas decisões são
de importância extrema, nomeadamente, pelos elevados custos envolvidos na eventual com-
pra de novos aviões e a imprevisibilidade e/ou flutuação da procura pelos destinos. Tendo em
conta a frota existente, é necessário definir o conjunto de pares O-D que a companhia deseja
oferecer.
No segundo sub-problema, o objetivo passa por planear as rotas, tendo em conta fatores
como a procura prevista, frota existente e orçamento da companhia. O planeamento dos horá-
rios enquadra-se ainda neste sub-problema, dada a extrema importância de minimizar o custo
associado, e competitividade com outras companhias.
Após todo o planeamento e calendarização dos voos, é necessário afetar a cada voo o apa-
relho que melhor se adapte às características do itinerário, minimizando o custo associado de
cada avião a cada frota. Perante isto, os agentes de decisão terão de optar por possíveis solu-
ções de rotas ou sequência de flight-legs em que sejam respeitadas as manutenções exigidas dos
aparelhos. Por último, é necessário proceder à alocação da tripulação, seja ela de cabine ou
cockpit, à flight-leg em questão. É fundamental ter em conta as qualificações da tripulação para
determinado tipo de avião e o período máximo que a tripulação fica fora do país da sua com-
panhia deve ser respeitado. No que diz respeito à sua regulamentação, não deverá ser excedido
o limite máximo estipulado em que dada tripulação pode estar em serviço. Todo este processo
de tomadas de decisão deverá ser definido para um dado período de funcionamento.
No que concerne a esta dissertação, considera-se que a afetação das frotas poderá ser reali-
zada para uma operação de um dia, e ser repetida para os dias seguintes, que é o mais comum
na literatura. Porém, também serão tidas em conta operações para uma semana e um mês com-
pleto, menos referidos na literatura, devido à complexidade computacional que leva à obtenção
de soluções para modelos desta dimensão.
4
CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO
1.4.1 Planeamento da frota
Fatores como o modelo do avião, a capacidade, o custo periódico de manutenção, o tempo
de entrega podem pesar na hora de uma companhia aérea avançar para a encomenda de de-
terminado aparelho. Se a companhia aérea funcionar em estrutura de hub, deverá também
ter em conta se o aeroporto está preparado para receber determinados modelos de aparelhos,
já que podem existir constrangimentos associados à dimensão da pista e de mangas. Deste
modo, dada a necessidade, orçamento e previsão futura de determinada companhia aérea, este
sub-problema revela-se importante de modo a estudar não só os custos associados e receitas
previstas, mas também o tempo útil de vida de cada aparelho. Nesta fase existem duas aborda-
gens: Top-down e Bottom-up. A primeira abordagem envolve uma análise financeira profunda
quanto ao impacto económico de cada opção. Tipicamente, são usadas estimativas relativas à
procura e receitas. Esta abordagem é a mais comummente utilizada nos dias de hoje, já que não
envolve uma detalhada análise de pressupostos e previsões a longo prazo, que de certo modo,
podem ser irreais. A abordagem Bottom-up tem em conta as variadas simulações relativas às di-
versas operações por parte de determinada companhia aérea. Porém, dado que esta abordagem
é realizada através de simulação, a mesma depende efetivamente da qualidade dos dados, para
um maior acerto nas previsões para cenários futuros. Esta área não será discutida na presente
dissertação.
1.4.2 Planeamento de rotas
Nesta fase, crucial para a competitividade das companhias aéreas, o tempo e recursos des-
pendidos é elevado, dado que a frota da companhia terá de ser rentabilizada da melhor forma
possível. Deste modo, a companhia aérea decide que mercados serão apetecíveis de explorar,
e com que regularidade. Nesta fase, o planeamento dos horários é feito com extremo cuidado,
dadas as restrições inerentes aos aeroportos nos destinos, e também à procura existente para os
mesmos. Com o avançar do tempo, as alterações de horários ou frequência para determinado
mercado, estarão sempre dependentes das alterações referentes ao nível da procura, tanto a
nível sazonal, como por novos fatores.
1.4.3 Afetação da frota
O objetivo deste sub-problema é afetar a frota existente às rotas pré-definidas tentando da
melhor forma possível que a procura por determinada leg seja o mais próximo possível (caso
não seja igual, idealmente deverá ser muito pouco menor) da capacidade do aparelho, de modo
a evitar "passageiros perdidos", spill, ou seja, quando a procura prevista é superior à capacidade
do avião que fica afeto à leg, levando assim, por conseguinte à perda de receita possível. Por
outro lado, se o avião tiver uma capacidade muito acima da procura da leg à qual está afetado,
resultará em diversos lugares vazios, os quais poderiam ser melhor rentabilizados para uma leg
com maior procura.
1.4.4 Gestão e manutenção da frota
Nesta fase, o objetivo passa por afetar para além dos voos, também as manutenções que cada
modelo de frota necessita. Aqui, nem todos os aparelhos podem realizar a manutenção durante
a noite, pois podem chegar ao hub tardiamente, o que reduz a janela temporal disponível para
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a manutenção, ou ainda, poderão ter manutenções de longa duração. Para não correr o risco
de haver aparelhos da mesma família de frota cuja manutenção pode ser feita diariamente
dado o seu fluxo de voos, e outros cuja manutenção será de difícil alocação, o roteamento dos
aparelhos permite isso mesmo, um maior equilíbrio entre manutenções, para que todos os
aparelhos estejam operacionais, não descurando a afetação dos mesmos aos voos agendados.
1.4.5 Afetação da tripulação
Por último, e não menos importante, a afetação da tripulação é passível de se designar
como sendo o problema de alocação de trabalhadores a um conjunto de tarefas. As tripula-
ções são tipicamente intercambiáveis, embora em alguns casos, tripulações distintas possuem
características diferentes, tornando-as assim mais aptas para determinadas tarefas. Existem
ainda, uma série de restrições que poderão impedir um conjunto de soluções viáveis, como a
regulamentação governamental a que cada aeroporto está sujeito, para além da regulamenta-
ção imposta quanto às limitações de tempo de voo e requisitos de repouso. Numa perspetiva
de redução de custos, é fundamental ter em atenção, a boa gestão de gastos extraordinários
com a tripulação, nomeadamente para fazer face aos requisitos de repouso, a companhia ter
a necessidade de investir em alojamento/ hotéis nos destinos, quando deverá existir o melhor
planeamento possível para que toda a tripulação cumpra esses requisitos na base, evitando,
assim, gastos extraordinários para a companhia.
1.5 Objetivo da dissertação
O objetivo desta dissertação intenta no estudo do problema de afetação de frotas, no âmbito
da aviação. Para tal, serão comparadas duas metodologias distintas, referentes a modelos de
otimização inteiros. O intuito passa por analisar e comparar as diferenças de performance de
cada modelo, numa dada instância.
O estudo de caso é composto por um conjunto de três diferentes combinações possíveis
de composição de frota que uma dada companhia aérea dispõe, para além de um conjunto de
voos, programados para o mês de maio de 2017. Para cada voo, são considerados três cenários
distintos de procura associada. O caso de estudo é realizado para uma gestão de afetação diária,
onde são considerados os sete dias da primeira semana, isoladamente. Para além da afetação
diária, os modelos foram modificados de modo a ser possível uma gestão semanal e mensal.
Nestas configurações, são consideradas as quatro semanas existentes no mês, e o mês na sua
totalidade. Para ambos os modelos serão obtidos os valores referentes à relaxação linear, para
além do valor ótimo do problema inteiro associado a cada um dos mesmos. A dita comparação
será feita através dos valores da relaxação linear em cada modelo, para a mesma configuração
de teste, e ainda o CPU, tendo em conta o número de variáveis e restrições associados a cada
instância de teste.
Por fim, e numa perspetiva de otimização de custos operacionais, será realizada uma aná-
lise de variação, para cada uma das três composições de frota da companhia, em cada cenário
de procura, aumentando e reduzindo em uma unidade o termo independente associado ao nú-
mero de aviões de cada frota. Através dessa análise, serão comparados os valores ótimos do
problema inteiro, e a variação do custo associado aos (spill passengers), determinado as vanta-




A primeira vez que a necessidade de decisões eficientes levou à construção de um modelo
segundo determinada estratégia de otimização, data de 1955, [11], por Ferguson e Dantzing.
Este primeiro modelo, combinava a afetação de frotas com problemas de aircraft routing, com o
intuito de maximizar o lucro para um dado plano de voos. Um ano mais tarde, com a intenção
de melhorar as suas propostas, introduziram níveis estocásticos relativamente à procura. Em
1978, Simpson [19], desenvolveu um modelo cujo único objetivo era a afetação de aviões a legs,
satisfazendo a procura e minimizando os custos associados. No entanto, segundo consta na li-
teratura, nenhum destes modelos foi realmente utilizado, por companhias aéreas. Finalmente,
em 1989, [1] Abara, enquanto trabalhava para a American Airlines, desenvolveu um modelo
linear para o problema de afetação de frotas, sendo o primeiro modelo a ser efetivamente utili-
zado por uma companhia aérea. O seu modelo, uma estrutura de redes de conexões, foi um dos
primeiros a ser utilizado para problemas de afetação de dimensão real. A sua formulação con-
tém quatro grupos de restrições intrínsecas e uma opcional. As restrições que Abara considera
fundamentais são:
• Cobertura - requer que cada voo seja precedido de uma chegada ou por um arco de ori-
gem, que é coberto por um tipo de frota.
• Continuidade - Assegura a integridade do modelo, garantido que o aparelho que inicia
um voo é o mesmo que o termina.
• Conservação de fluxo - em cada vértice na rede para cada tipo de frota.
• Disponibilidade de frota - que obriga a que o número de aviões utilizados é menor ou
igual ao número de aviões disponíveis.
• Opcionais - são "restrições delimitadoras", ou seja, limites inferiores ou superiores que
delimitem qualquer variável aditiva, isto é, variável em que o valor associado à combina-
ção de voos seja igual à soma dos valores de cada voo. Por exemplo, poderá ser necessário
ter em conta um limite de aviões que pode pernoitar numa dada estação ou grupo de
estações. Abara introduziu ainda o conceito de time-space de modo a representar a dispo-
nibilidade da frota em cada aeroporto com o passar do tempo.
Mais tarde, no artigo [12] Hane et al., abordaram o problema de afetação de frotas com um
modelo idêntico ao de Abara, que apesar de ser designado básico devido ao facto de não con-
ter restrições de manutenção ou considerações sobre a tripulação, apresenta uma estrutura de
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redes distinta. Descrevem uma estrutura de redes time-space, que implica uma série de estru-
turas de redes, uma para cada tipo de frota e estação, permitindo assim ter em conta a variável
temporal no modelo. Para além disso, os autores propõem uma série de pré-processamentos
com o intuito de diminuir a dimensão da rede, já que devido à inclusão do fator temporal, o
aumento da dimensão tornaria o modelo muito mais complexo. As técnicas de pré processa-
mento referidas pelos autores, serão abordadas mais à frente durante esta dissertação 3.2.4.
No artigo de Sherali et al. [18], os autores referem os modelos básicos propostos por [1]
Abara utilizando uma estrutura de redes de conexões, no entanto com ligeiras alterações na
formulação, não considerando as penalizações na função objetivo que Abara considerou, nem
considerando as restrições de cobertura relaxadas, no caso de nem todos os voos necessitarem
de cobertura obrigatória. Na abordagem proposta por Abara, o grupo de restrições de repe-
tição (para o dia seguinte) e disponibilidade da frota são consideradas "soft", sendo relaxadas
utilizando penalizações apropriadas adicionadas na função objetivo. O segundo modelo básico
apresentado por estes autores, usando uma estrutura de redes time-space baseada nos primeiros
artigos a usar este tipo de estrutura, de Berge et al. [7] e Hane et al. [12], já referido anterior-
mente, retrata para além da formulação do modelo, os pré-processamentos de Hane et al. [12]:
time-space line, node aggregation e islands, os quais serão descritos mais à frente na secção 3.2.4.
Após os modelos lineares referidos no artigo de Sherali et al. [18], é descrita uma secção
sobre modelos integrados. Diversos autores começaram por integrar no problema de afetação
de frotas outras considerações, nomeadamente a calendarização de voos, considerações sobre
a manutenção dos aviões, o problema de aircraft routing e ainda algumas considerações relati-
vas à tripulação. Assim, nos modelos integrados é visível o uso de outras metodologias para
obter uma solução, dado o aumento da complexidade dos modelos integrados. No artigo de
Sherali et al. [18], os autores dividem a secção referente a estes modelos em duas subsecções.
A primeira, referente ao problema de afetação de frotas, integrado com considerações relati-
vas à calendarização dos voos. Mais concretamente, Rexing et al. [17] propõem também uma
abordagem utilizando um modelo com time windows, em que as horas de partida e de chegada
variavam dentro de um determinado intervalo de tempo. O objetivo desta abordagem passava
por reduzir o número e o custo de aviões a operar uma dada calendarização de voos. Para tal,
utilizando um plano de voos básico, aplicaram uma heurística de modo a obter uma solução
admissível.
Também Desaulniers et al. [10] construíram um modelo de afetação de frotas integrado
com calendarização, adicionando ao modelo de Abara [1] dois novos conjuntos de restrições.
No entanto, dado que um dos dois conjuntos de restrições é não linear, leva a que a comple-
xidade do modelo seja tal, que torna o uso do mesmo inconsequente. Porém, esse conjunto
de restrições foi substituído por um outro, comummente utilizado nos problemas de vehicle
routing. A última abordagem, proposta por Lohatepanont e Barnhart [14] presente na primeira
subsecção, diz respeito a um modelo de afetação de frotas integrado a considerações relativas
a leg selection decisions. Nesta abordagem eram tidas em conta as alterações realizadas na ca-
lendarização de voos no passado, que naturalmente sofreriam alterações referentes à procura
associada, para a calendarização futura. Deste modo, foi então considerado um modelo em que
a remoção de voos que sofreram alterações seria possível, levando assim, à obtenção de legs
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cuja oferta é opcional. Os autores também tiveram em conta o cálculo de benefício ou custo
associados à remoção de determinada leg, já que como os próprios autores afirmam, a remoção
de uma leg obviamente trará um consequente aumento na procura em outras legs ou itinerá-
rios com o mesmo par O-D da leg ou legs removidas, aumento esse que pode ser traduzido em
maior benefício financeiro e diminuição do custo associado à existência de determinada leg e
consequente afetação de um avião à mesma.
Na segunda subsecção dos modelos integrados, estão descritas considerações sobre manu-
tenção dos aviões, routing e ainda algumas considerações sobre a tripulação. Clarke et al. [9]
apresentaram um modelo matemático para o problema de afetação de frotas, integrando con-
siderações sobre a tripulação e manutenção dos aviões. No que diz respeito às considerações
sobre manutenção dos aviões, existem quatro tipos de verificações exigidas pela FAA (Fede-
ral Aviation Administration), classificadas como A, B, C e D. As verificações dos tipos C e D
demoram mais de 24 horas. Nos outros tipos, as verificações dos tipos A e B demoram, res-
petivamente, à volta de 4 horas e entre 10 a 15 horas. Clarke et al. [9], classificaram como
manutenções curtas as verificações do tipo A, e como manutenções longas, as verificações do tipo
B. Dadas estas considerações, o modelo apresenta um grupo de restrições relativas à manuten-
ção dos aparelhos. Para além das considerações sobre manutenção, Clarke et al. [9] também
apresenta algumas considerações relativas a crew scheduling, limitando o número de lonely over-
nights, isto é, quando a tripulação tenha de pernoitar fora, acarretando desta forma, custos para
a companhia aérea da qual provêm. Estes casos acontecem sempre que uma tripulação aterre
numa estação diferente da sua base e nesse dia não haja nenhuma partida para a qual esteja
apta ou no caso em que a tripulação esteja há muito tempo em serviço e seja obrigatório pro-
ceder ao tempo de repouso regulamentado. Assim, um dos objetivos de Clarke et al. [9] passa
por reduzir o tempo em que uma tripulação fica fora da base. Desta forma, a solução para o seu
modelo é obtida através duma abordagem utilizando o algoritmo branch-and-bound. Barnhart
et al. [3] combinaram o problema de afetação de frotas com routing de aviões. Este modelo, que
integra os dois problemas, junta os custos associados ao uso de cada avião numa determinada
rota, e algumas considerações sobre a manutenção dos mesmos, e tem ainda a particularidade
de apresentar uma sequência de strings (sequência de voos conectados que começam e acabam
numa dada estação e satisfazem a conservação de fluxo, isto é, se existe uma chegada a uma
dada estação, seguidamente haverá uma partida da mesma estação), com o intuito de afetar a
frota, e de seguida, determinar a sequência de voos sob a condição de que a calendarização dos
horários de partidas e chegadas, para cada leg são definidos a priori. Assim, dada a aparente
vantagem de Barnhart et al. [4] em resolver simultaneamente os dois problemas integrados, de
afetação de frotas e de routing, desenvolveram uma abordagem branch-and-price, na qual a re-
laxação linear é resolvida para cada nodo da árvore de pesquisa do algoritmo branch-and-bound
utilizando uma metodologia de geração de colunas.
Também outros autores, não referidos no artigo de Sherali et al. [18], propuseram modelos
integrados ao problema de afetação de frotas. No artigo de Mancel et al. [15], os autores
integram o problema de afetação de frotas com modelos de mercado. A sua proposta, iterativa,
visava uma abordagem de simulated annealing para afetar a frota, com um modelo de mercado
que calculava o fluxo de tráfego do passageiro em cada iteração do processo. No entanto, foi
proposta ainda uma segunda abordagem, semelhante à primeira que adicionava ao algoritmo
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de simulated annealing, um modelo linear baseado no itinerário para o fluxo de tráfego dos
passageiros. Esta segunda abordagem melhorou consideravelmente relativamente à primeira,
no que diz respeito ao lucro associado afetação tendo em conta a nova rede.
Baseado no modelo de Hane et al. [12], Belanger et al. [6] consideraram um modelo com
time windows, integrado a um conceito de dependência entre a receita de determinado voo e a
sua calendarização, com o nome de time-dependent revenues. A proposta dos autores baseava-se
num algoritmo branch-and-price. Comparativamente ao método branch-and-bound, esta aborda-
gem reduziu significativamente o número de aviões necessários, permitindo assim, a resolução
de instâncias com dimensão e complexidade superiores.
Retomando o artigo de H.D. Sherali et al. [18], após a secção dos modelos integrados (secção
4 do artigo [18]), são descritos, na secção seguinte, considerações adicionais para modelos de
afetação de frotas. Nesta secção, para além dos modelos integrados, existe uma compilação de
outras metodologias propostas por alguns autores, que optaram por relaxar algumas das res-
trições dos modelos básicos do problema de afetação de frotas. Ou seja, mais precisamente, são
descritas nesta secção considerações sobre a procura dos passageiros, em que são apresentados
três modelos distintos:
1. Path-based fleet assignment model, proposto por Barnhart et al. (2002) [5], o qual tem
como objetivo minimizar a perda de benefício devido a "derrames" (spill costs), isto é,
grande parte da procura por parte dos passageiros consiste em itinerários compostos por
mais do que uma leg, advindo assim a que alguns passageiros utilizem apenas uma leg de
determinado itinerário, levando à possibilidade de que nas restantes legs que compõem
o itinerário, existam lugares vazios e consequente perda de benefício. Assim, o termo
network effect consiste na procura existente por um dado itinerário estar dependente da
disponibilidade de lugares em todas as legs pertencentes ao itinerário. Para além disso,
passageiros que desejem voar em determinado itinerário, podem ser alocados a outros
caminhos similares. A este conceito, dá-se o nome de recapture effect. Barnhart et al.
[5] propuseram uma técnica heurística, baseando-se num conjunto de colunas restrito
geradas pela relaxação linear.
2. Integrated leg selection and path-based fleet assignment model, proposto por Lohatepanont
et al. [14], esta abordagem tem em conta o histórico das calendarizações de voos. Ou seja,
as legs para as quais a procura passada foi baixa, podem ser removidas. Por conseguinte,
naturalmente ocorrerá um aumento na procura pelas restantes legs que contenham, quer
seja de forma individual ou em conjunto com mais legs, um par O-D igual ao das legs re-
movidas. Contudo, de modo a decidir o conjunto de legs a oferecer, é necessário proceder
a cálculos relativos à alteração de custo/benefício tendo em conta a remoção de legs. Esta
abordagem surtiu efeito, tendo-se registado uma diminuição de custos devido ao facto da
redução do número de aparelhos em circulação.
3. Integrated scheduling and FAM with passanger demand considerations
Proposta por Yan et al. [20] esta metodologia tem em conta o fator da procura numa dife-
rente perspetiva, integrando aos modelos de afetação da frota e calendarização dos voos,
a previsão da mesma. Isto é, ao invés de definir uma procura fixa para determinada leg, os
autores consideram os pares O-D existentes, e esperam que o modelo selecione legs pos-
síveis de modo a cobrir a procura prevista para os itinerários considerados. Desta forma,
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os autores recorrem a dois grupos de redes. O primeiro, inclui o fluxo da frota para redes
com estrutura time-space, construído para cada tipo de frota onde a decisão passa por se-
lecionar que legs serão realizadas em cada tipo de frota, e incluí-las na calendarização das
mesmas. O segundo grupo de redes, diz respeito ao fluxo de passageiros para cada par
O-D. Para solucionar a abordagem proposta, os autores recorrem a uma relaxação Lagran-
giana. O valor obtido a partir da solução dual Lagrangiana deste sub-problema (contém
apenas os grupos de restrições referentes à disponibilidade de frota, cobertura de legs, e
passageiros aceites para cada frota), fornece um limite inferior para o problema original.
De modo a obter um limite superior, são observadas as restantes restrições do modelo
original. Separadamente, essas restrições são relacionadas com o fluxo de passageiros e
com o fluxo de utilização da frota. Deste modo, a otimização dual Lagrangiana é realizada
até o gap entre os limites superiores e inferiores esteja contido num intervalo aceitável,
ou que o número de iterações do processo seja excedido.
Após as considerações sobre os passageiros, é descrita uma abordagem relativa ao tema A
weekly fleeting model. Todos os modelos de afetação de frotas descritos anteriormente focam-se
apenas numa afetação diária, repetindo-a igualmente para o horizonte temporal desejado. Be-
langer et al. [6] estudaram este tipo de abordagem. As suas ideias passavam por saber se um
tipo de frota "dominante" era afetado a uma dada leg, as discrepâncias provenientes deste tipo
"dominante" poderiam ser reduzidas através da penalização para diferentes afetações. Como
resolução, os autores propõem duas técnicas heurísticas: A primeira utiliza um algoritmo de
pesquisa branch-and-bound que cessa quando a primeira solução admissível é descoberta. Al-
ternativamente, uma heurística sub-dividida em duas fases é proposta com intuito de redução
do tempo de CPU. A primeira fase consiste em selecionar um número reduzido de legs de modo
a determinar o tipo "dominante" de frota para cada voo. Na segunda fase, são tidas em conta
as frotas "dominantes" dadas previamente, e então é obtida a afetação para todos os voos da
semana em questão.
No fim da secção 5 do artigo [18], é ainda descrita uma metodologia de combined through-
fleet assignment model. Recorde-se a designação de through-flight como sendo a sequência de
duas ou mais legs, operadas pelo mesmo avião. No artigo de Ahuja et al. [2], os autores desen-
volveram uma metodologia chamada "Very Large-Scale Neighborhood (VSLN) Search Algorithm
para combined through-fleet assignment model (ctFAM)". O processo é iniciado pela obtenção
de uma solução admissível para o problema de afetação de frotas, e após essa obtenção, é
aplicado um algoritmo gerador de soluções vizinhas para determinar os through-flights se-
quencialmente. O algoritmo que leva à obtenção de vizinhanças, é conhecido como sendo um
algoritmo de tabu search.
A última secção do artigo Sherali et al. [18] diz respeito a mecanismos de re-afetação de fro-
tas, baseados em atualizações das previsões relativas à procura. Na prática, segundo o artigo,
a afetação de frotas aos voos é calendarizada com antecedência. Isto acontece devido ao facto
da necessidade de geração da tripulação com 8 a 12 semanas de antecedência relativamente
às datas de partidas dos voos calendarizados. Qualquer re-afetação de frota é um processo
bastante complexo, dado que já existem afetações de tripulações que tornam as suas alterações
bastante complexas e dispendiosas. Berge et al. [7] foram dos primeiros autores a propor uma
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re-afetação baseada nas flutuações dos valores de procura. Os autores propuseram, assim, duas
heurísticas, que encontram soluções para a re-afetação num curto espaço de tempo.
Mais à frente, Bish et al. [8] estudaram os benefícios do mecanismo de demand driven swap-
ping (DDS) caracterizado em termos de timing (quando e quantas vezes deve ser feita a troca).
Pretende-se que a implementação desta abordagem seja realizada o mais próximo possível das
partidas, evitando deste modo, um elevado número de alterações/ cancelamentos por parte dos
clientes.
Como última referencia, e por sinal a mais recente, Jamili refere no seu artigo [13] uma
abordagem heurística utilizando um algoritmo de simulated annealing. É importante também
referir que o seu modelo incorpora a calendarização dos voos integrando também a afetação
da frota aos mesmos. O algoritmo de simulated annealing pode ser descrito como uma meta-
heurística variante de um algoritmo com uma estratégia de pesquisa local. No final de um certo
número de iterações, se a probabilidade de aceitar uma solução "pior" (ou temperatura) significa
que se chegou a um ponto de ótimo local. Este procedimento permite ainda que se troque uma
"boa solução" por tempo de computação, isto é, quanto maior for o tempo de "arrefecimento",
maior será a probabilidade de obter a solução ótima, ou um valor convergente para a mesma.
Jamili descreve o seu procedimento heurístico divido em três partes:
1. Considerando cada avião disponível, e gerado o conjunto de aeroportos e sequência de
voos existente entre os mesmos, utilizando o caminho mais curto entre eles começando
na base e acabando no mesmo aeroporto de partida. A computação do caminho mais
curto entre os aeroportos é feita através do algoritmo de Nearest Neighbor (NN) (desenvol-
vido para o problema de Travelling Salesman Problem (TSP)) onde neste caso a "escolha"
recai sobre o mais próximo aeroporto não visitado, partindo do aeroporto base. São con-
siderados os tempos de voo e TAT.
2. Na segunda parte, são gerados um número de passageiros para cada par O-D, de acordo
com a capacidade de cada avião.
3. Por fim, é gerado um número de passageiros alocados ao voo de forma indireta (voo com
duas ou mais legs, tendo este tipo de passageiros, voado apenas em uma delas, que não a
primeira), tendo em conta a restante capacidade livre do avião para cada par O-D.
Por fim, o autor conclui que integrando o problema de calendarização dos voos e afetação
de frota e dada a metodologia aplicada, após comparação de resultados e respetiva análise, foi
observado que à medida que o fator de "arrefecimento" aumenta, o valor da solução para o pro-
blema melhora. O autor refere ainda, que com um certo fator de arrefecimento descrito no seu




Na presente secção descrevem-se dois modelos básicos, apresentados na literatura [18].
Os modelos referentes são formulados em programação inteira, tendo em conta uma dada
estrutura de rede distinta em cada modelo. A construção da rede tem em conta duas aborda-
gens distintas: Na primeira, a estrutura baseia-se nas conexões entre legs. E na segunda, uma
estrutura time-space, onde, tal como o nome indica, o tempo passa a ter um papel fundamental.
Contudo, ambos os modelos são similares no que diz respeito ao tipo de conjunto de restrições
- cobertura, conservação de fluxo e disponibilidade da frota. Por outro lado, embora não seja o
que ocorre na realidade, nos modelos presentes na literatura, a procura é descrita como sendo
constante, igual em todos os dias, com o intuito de diminuir significativamente a complexidade
computacional. Posto isto, serão consideradas as formulações baseadas nas subjacentes redes,
uma usando uma estrutura de redes de conexões e outra, utilizando uma estrutura de redes de
time-space. Destarte, ao longo desta dissertação, os modelos apresentados serão ligeiramente
adaptados face ao descrito na literatura, sendo ainda consideradas variantes para um modelo
de gestão semanal e um modelo de gestão mensal. Nesta dissertação considerar-se-à que para
além de existir apenas um hub, os aviões têm sempre de regressar ao mesmo para pernoitarem,
visto que a companhia aérea considerada no caso de estudo, ser de pequena dimensão.
3.1 Modelo básico utilizando uma estrutura de redes de conexões
3.1.1 Descrição da estrutura da rede
Abara [1] foi um dos dos primeiros investigadores a utilizar modelos matemáticos para o
problema de afetação de frotas aplicado a uma companhia aérea. O seu modelo, baseia-se
numa estrutura de redes de conexões, definida para um modelo de planeamento diário, ou
seja, apenas considera a afetação das legs de um dia à frota existente, repetindo-se esta afetação
diariamente. Este tipo de rede pode ser descrita de uma forma sucinta através de um grafo,
em que os nodos representam as legs. Será necessário ainda criar em cada estação, dois nodos
fictícios para representar o início (master source) e o fim do dia (master sink), respetivamente.
Ou seja, se uma dada leg l for precedida pelo master source, significa que o avião inicia a sua
sequência de voo com a leg l (início do dia). Por outro lado, se uma dada leg l preceder o master
sink, significa que o avião termina a sua sequência de voo com a leg l (fim do dia). Por uma
questão de conservação de fluxo em cada estação, estes dois nodos serão representados pelo
mesmo nodo fictício, indicando assim, a possibilidade de um avião pernoitar na estação. Sem
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perda de generalidade, considera-se que as sequências de voo dos aviões têm início e fim na
estação hub, e portanto a primeira leg da sequência é precedida pelo master source no hub. No
caso de alguma leg intermédia na sequência preceder o master sink ou ser precedida pelo master
source duma estação spoke, considera-se que o avião pernoita fora do hub. Existirão assim três
tipos de arcos nesta rede:
• Arcos de conexão de legs, designados na literatura por flight connection arcs, dizem respeito
aos arcos (i, j), onde i e j são legs (de partida e chegada) respetivamente ou vice-versa.
• Arcos de início de dia, designados na literatura por originating (connection) arcs, dizem res-
peito aos arcos que representam a saída do avião do hub, (0, i), sendo i uma leg outbound.
• Arcos de fim de dia, designados na literatura por terminating (connection) arcs, são refe-
rentes ao regresso do avião ao hub, após a realização de uma leg inbound j, não sendo
utilizado até ao final do horizonte temporal considerado (dia, semana ou mês), (j,0).
De seguida apresenta-se um exemplo ilustrativo da construção de uma rede deste tipo:
Exemplo: Considere-se uma pequena rede em sistema Hub-and-Spoke com 4 aero-
portos (ou estações): Ljubljana (LJU), Bruxelas (BRU), Charles de Gaulle (CDG) e
Copenhaga (CPH) e onde o (único) hub encontra-se localizado em Ljubljana. Na
tabela 3.1 apresentam-se 10 legs entre o hub e os restantes aeroportos, para um pla-
neamento diário.
Tabela 3.1: Lista de voos.
Leg Partida Hora Chegada Hora
1 LJU 7:00 BRU 8:40
2 LJU 7:10 CDG 9:00
3 LJU 17:05 BRU 18:45
4 LJU 17:15 CPH 19:05
5 LJU 17:20 CDG 19:10
6 BRU 10:05 LJU 11:40
7 BRU 20:25 LJU 22:00
8 CDG 9:45 LJU 11:25
9 CDG 20:00 LJU 21:40
10 CPH 19:45 LJU 21:35
A partir desta tabela, e para apenas um tipo de frota em que o TAT é de 30 minutos
(ou seja, o tempo desde a aterragem do avião até estar pronto para nova partida), as
conexões possíveis são as seguintes: (respeitando a hora de partida de uma leg ser
não inferior à hora de chegada da leg anterior somada ao valor do TAT)
Tabela 3.2: Possibilidades de conexão em cada estação.
Estação Leg chegada→ Leg partida
LJU 6→ 3; 6→ 4; 6→ 5; 8→ 3; 8→ 4; 8→ 5
BRU 1→ 6; 1→ 7; 3→ 7
CDG 2→ 8; 2→ 9; 5→ 9
CPH 4→ 10
14
CAPÍTULO 3. MODELOS LINEARES
Na rede seguinte, em cada estação, os arcos de conexão (a traço cheio) correspondem
às conexões possíveis constantes na tabela 3.2. Note-se que cada leg surge duplicada






















Figura 3.1: Exemplo de uma estrutura de rede de conexões (a traço cheio, os arcos que re-
presentam as conexões entre legs e a tracejado, os arcos fictícios que representam o início de
dia e fim de dia).
Em cada estação s, os arcos (0s, i), são os arcos de início de dia, e os arcos (i,0s), de
fim de dia. Se os mesmos foram utilizados, significa que a sequência tem início ou
fim, respetivamente nessa estação no caso do hub, ou que o avião pernoita, no caso
dos spokes. O facto de a rede representada funcionar em sistema hub-and-spoke com
um único hub, leva a que todas as legs representadas nas estações spoke, tenham
uma cópia na estação hub. Sendo assim, a rede da figura 3.1 pode ser simplificada














Figura 3.2: Estrutura de rede de conexões reduzida.
De seguida apresenta-se um conjunto de sequências possíveis de voos nesta rede
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Figura 3.3: Solução com 4 aviões (permitindo que os mesmos possam pernoitar nos spokes), antes do início ou depois
do fim do horizonte temporal (1 dia no exemplo) .
Nesta solução, um avião (a castanho) pernoita fora do hub, na estação BRU. Note-
se que no caso do avião a castanho, já estava em BRU no dia anterior, pelo que no
dia em que a afetação decorre, a sua sequência de voo começa pela leg 6 que parte
às 10:05, e chega a Ljubljana às 11:40 e termina com a leg 3 que parte às 17:05 de
Ljubljana e chega a Bruxelas às 18:45, pernoitando nessa estação, replicando assim
este ciclo para os dias seguintes.
No cenário de uma pequena companhia aérea, não é usual aviões pernoitarem fora
do hub, e sendo assim, apresenta-se um conjunto de sequências em que nenhum
avião pernoita fora do hub, na figura 3.4, em que desta forma, os nodos fictícios
criados para cada estação, podem ser eliminados da representação da rede. Assim
sendo, esta será a configuração da representação da rede, aquando do uso deste














Figura 3.4: Solução com 3 aviões (não permitindo que os mesmos pernoitem nos spokes).
Note-se, apenas a título de exemplo que, nesta solução foi utilizado menos um
avião, para cobrir todas as legs, do que na solução da figura 3.3, em que é possí-
vel os aviões pernoitarem fora do hub.
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Considere-se então, o grafo G = (V ′ ,A), onde (para n = 2× k legs no total),
• V ′ = {0} ∪ Lo ∪ Li , onde Lo = {1, ..., k}, representa o conjunto de legs outbound, Li = {k +
1, ...,n}, representa o conjunto de legs inbound e 0 representa o nodo fictício que servirá
como master sink e master source .
• A = {(0, i) : i ∈ Lo} ∪ { (j,0) : j ∈ Li} ∪ { (i, j) : (i, j) é uma conexão possível.
3.1.2 Notação utilizada e definição de variáveis
Seja L o conjunto de flight-legs e F o conjunto de tipos de frota. Defina-se xijf (i, j ∈ L, f ∈ F)
como sendo uma variável de decisão binária, que toma o valor 1 se a conexão da leg i para
a leg j é admissível e é coberta por um aparelho da frota do tipo f , e toma o valor 0 caso
contrário. Considere-se ainda i = 0 e j = 0 para denotar respetivamente os nodos de origem e
fim (fictícios), ou seja, os nodos master sink e master source.
O objetivo consiste em minimizar o custo associado à afetação dos aparelhos de modo a que
todas as legs sejam cobertas. O parâmetro cjf define-se como sendo o custo de afetar um avião
da frota f , à leg j. Este custo incorpora a soma de três parcelas: um custo fixo de utilização do
avião, um custo dependente da distância da leg, e outro custo referente ao spill. Na secção 4.1.3
encontra-se a definição detalhada do cálculo deste custo. Por fim, Af designa a disponibilidade
de aviões de cada frota f .
3.1.3 Formulação para afetação diária
A formulação para o modelo de afetação de frota baseado no modelo de Abara [1], numa















 = 1 ∀j ∈ LO, (3.2)∑
i∈LI
xijf + x0jf −
∑
i∈LI










xi0f = 0 ∀f ∈ F, (3.5)∑
i∈LO
x0if ≤ Af ∀f ∈ F, (3.6)
xijf ∈ {0,1} ∀i, j ∈ L,∀f ∈ F (3.7)
Na formulação acima apresentada, o conjunto de restrições (3.2) garante que todas as legs
agendadas são realizadas na medida em que sejam precedidas por uma chegada ou por um arco
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de origem coberto por determinado tipo de frota. Estas restrições podem ainda ser relaxadas
substituindo-se o sinal "=" pelo sinal "≤", permitindo assim que nem todas as legs sejam de
facto, realizadas. Contudo, tal não será abordado nesta dissertação. O conjunto de restrições
de conservação de fluxo (3.3) e (3.4), assegura o fluxo em cada vértice na rede, para cada tipo de
frota. Todavia, esta partição em dois conjuntos de restrições de conservação de fluxo (para as
legs outbound e para as legs inbound), foi uma adaptação feita relativamente ao modelo de Abara
[1], com a intenção de facilitar a perceção da formulação, dado que a mesma é adaptada para
uma afetação com estrutura de hub-and-spoke. A cobertura das legs inbound fica garantida pelas
restrições de cobertura das legs outbound, (3.2), conservação de fluxo, (3.3) e (3.4) e regresso dos
aviões à base, (3.5).
O conjunto de restrições (3.5) garante que o mesmo número de aviões do mesmo tipo per-
noitam na mesma estação todas as noites, garantido assim que a afetação da frota se repita no
dia seguinte. Note-se que este conjunto é apenas utilizado para o modelo de afetação diária.
Mais à frente será explicado porque este conjunto é suprimido na formulação dos modelos para
mais do que um dia.
As restrições de disponibilidade (3.6), obrigam a que o número de aviões utilizados seja
menor ou igual ao número de aviões disponíveis. Por fim, as restrições (3.7) representam o do-
mínio das variáveis. É importante referir, que Abara [1] considerou na sua formulação, ligeiras
alterações relativamente ao conjunto de restrições (3.3), (3.4) e (3.5), relaxando-as, introdu-
zindo penalidades na função objetivo (3.1) da sua formulação. Detalhadamente, nas restrições
(3.6) é aplicada uma penalização quando existe escassez de frotas numa dada estação levando
à utilização de aparelhos extra relativos ao número de aparelhos existentes. Contudo, tal abor-
dagem não é utilizada no modelo apresentado nesta secção. É sim utilizada, uma penalização
por spill passengers cada vez que a procura é superior à capacidade do avião, ou seja, uma pe-
nalização introduzida na função objetivo, cada vez que ficam lugares vagos num determinado
avião afetado a uma determinada leg.
3.1.4 Formulação para afetação semanal & mensal
A formulação para o modelo de afetação com uma estrutura de rede de conexões é idêntica
na perspetiva diária, e perspetiva de afetação para mais que um dia isolado. Seja a afetação para
dois dias, semanal, ou mensal. A notação utilizada é a mesma, o tipo de restrições à exceção do
conjunto de restrições de regresso à base por parte dos aviões também é o mesmo. Os conjuntos
de restrições de cobertura aliados aos conjuntos de restrições de conservação de fluxo, garantem
o regresso dos aviões ao hub no fim do dia, excetuando no caso dos voos noturnos. Tendo em
conta que o planeamento será feito para mais do que um dia, as restrições têm de ser satisfeitas
para cada um dos dias, fazendo deste modo, a cobertura para legs outbound e inbound de cada
dia, para todo o intervalo temporal da afetação. Deste modo, a partição do conjunto L é feita,
não só, para as legs de outbound e inbound, mas também para cada um dos dias do horizonte
temporal.
Defina-se então o conjunto H , como sendo o conjunto discreto dos dias que constituem o
horizonte temporal, mais concretamente H = {1,2, ...,nH } e introduza-se o índice, d ∈ H , na
notação usada anteriormente para indicar um dia específico do horizonte. Sejam LId e LOd os
conjuntos de legs em que o hub é a estação de chegada e partida, respetivamente, no dia d do
horizonte temporal.
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xi0f = 0 ∀f ∈ F, (3.11)∑
i∈LO,d
x0if ≤ Af ∀f ∈ F,∀d ∈H, (3.12)
xijf ∈ {0,1} ∀i, j ∈ L,∀f ∈ F (3.7)
Detalhadamente, a introdução do índice d, implica que nas restrições de cobertura (3.8),
todas as legs de outbound do conjunto sejam cobertas, tal como nas restrições (3.2) do modelo
anterior.
No grupo de restrições de conservação de fluxo, (3.9) e (3.10) é onde se registam maiores
alterações: Admita-se a verificação das questões horárias para as legs subsequentes. Para o
conjunto de restrições de conservação de fluxo outbound (3.9), a introdução dos somatórios em
d′ que percorrem os dias deve-se ao facto da existência possível de pernoitas entre dias do
horizonte temporal, e respetivas conexões admissíveis, isto é, um avião em que a leg outbound
subsequente j à qual está afeto seja referente a d = 1, a mesma pode ser precedida por qualquer
leg inbound i do próprio dia, ou por arcos de início de dia (0s, j), mas terá como leg subsequente,
uma qualquer leg i de um dia posterior a d do horizonte temporal, d, ...,nH .
Analogamente para o conjunto de restrições de conservação de fluxo inbound, um avião em
que a leg inbound subsequente j à qual está afeto seja referente a d = 1, pode ser precedida
por qualquer leg outbound i do próprio dia, mas terá como leg subsequente, qualquer leg k de
qualquer dia seguinte do horizonte temporal, d, ...,nH ou um arco de fim de dia (j,0s).
O conjunto de restrições 3.11, respeitante ao regresso à base, é distinto do conjunto 3.5,
devido à existência de conexões admissíveis entre vários dias do horizonte temporal. Desta
forma, a contagem de aviões que saem da base e que chegam à base é independente do dia em
questão. Importa apenas que o número de aviões que sai da base em qualquer dia do horizonte
temporal, regresse na sua totalidade até ao último dia do horizonte temporal. Dado que o
número de voos existente pode diferir diariamente implica a possibilidade de um avião iniciar
a sua sequência de voo num dia que não o primeiro, ou que num determinado dia não sejam
necessários tantos aviões, pode resultar no regresso de alguns aviões à base antes do último dia.
Assim, não se discrimina o dia em que os mesmos saem e voltam à base.
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3.2 Modelo básico utilizando uma estrutura de redes time-space
Nesta abordagem, o fator tempo tem um papel fundamental na rede e por conseguinte no
modelo. Além disso, a introdução deste fator torna o modelo muito mais complexo. Em geral,
na estrutura de redes time-space, os nodos representam um dado evento localizado no tempo,
sendo o mesmo referente a dia, mês ou ano. Os eventos representam o instante de partida
ou instante em que o avião está pronto para voar, após a sua chegada. Este último instante,
corresponde ao instante de aterragem somado ao TAT, e terá a designação de ready-time. A
dimensão da rede aumenta consideravelmente relativamente à estrutura de redes de conexões,
já que no que diz respeito ao número de nodos da rede, esta apresenta um nodo por cada evento
existente em cada aeroporto, e para cada tipo de frota existente, contrariamente à estrutura de
redes de conexões, em que existem n+ 2 nodos, sendo n o número de legs existentes.
Quanto ao número de arcos, existirão tantos, quanto o número de conexões possíveis entre
um par de eventos, quer sejam nodos-evento no mesmo aeroporto ou entre aeroportos, repre-
sentando estes, as legs existentes. Note-se que o número de conexões varia consoante o tipo
de frota, já que para cada tipo, poderão haver mais, ou menos eventos existentes, dado que
alguns destes podem ser referentes a uma partida e ready-time simultaneamente (dado que
os ready-times variam consoante o tipo de frota devido ao valor do TAT que difere para cada
tipo), ou ainda que dada conexão não seja possível de ser realizada por um tipo de frota, se um
evento referente a uma partida ocorre mais cedo do que o ready-time respetivo. Este facto será
detalhado abaixo.
A representação da rede time-space é composta por diversas redes "parciais" que a compõem
na totalidade, sendo que cada rede parcial será referente a um dado tipo de frota, numa dada
estação. Em cada rede parcial, existem três tipos de arcos:
1. Flight arcs, que representam as legs.
2. Ground arcs, que representam a existência de aviões estacionados na mesma estação du-
rante eventos consecutivos.
3. Wrap-around arcs, ou overnight arcs, que conectam o último evento do horizote temporal,
ao primeiro evento do horizonte temporal para permitir a repetição do ciclo de afetações
num período seguinte.
3.2.1 Descrição da estrutura da rede
Considere-se de novo o exemplo apresentado para o modelo de estrutura de redes de cone-
xões, apresentado na secção anterior. A estrutura de rede time-space, em conformidade com as
conexões apresentadas na tabela 3.2, correspondente à rede apresentada na figura 3.1. Nesta
rede, apresentada na figura 3.5, os arcos a traço cheio, referentes às legs, são correspondentes
aos flight arcs, a cinzento, os ground arcs e a tracejado, os wrap-around arcs.
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Figura 3.5: Exemplo de uma estrutura de rede time-space (a traço cheio, os flight arcs, a cinzento os ground arcs e a
tracejado, os wrap-around arcs).
Desta forma, apresenta-se um conjunto de sequências admissíveis de voos, correspondente
solução apresentada na figura 3.3, permitindo que os aviões possam pernoitar nas estações
spoke.
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Figura 3.6: Solução com 4 aviões (permitindo que os mesmos possam pernoitar nos spokes, apenas 1 noite), análoga
à solução da figura 3.3.
Nesta solução, existe um avião (correspondentes às legs a castanho) que pernoita fora do
hub, na estação BRU.
Os aviões que cobrem as legs a verde, rosa e azul não pernoitam nos spokes, já que obser-
vando o ground arc referente ao hub, verifica-se, que os eventos de partida antecedem os eventos
de ready-time, isto é, a leg 1 parte no evento 1 para BRU, e regressa pela leg 7, no evento 10 (no
hub), a leg 5 parte no evento 7 e regressa pela leg 9 (evento 9 no hub) e a azul, a leg 2 parte no
evento 2 para CDG, regressa pela leg 8, no evento 3, volta a sair do hub no evento 6 (leg 4) e
regressa na leg 10, evento 8.
Nas legs a castanho, já se verifica a pernoita em BRU, já que o evento de partida no hub é o 5
(leg 3), e o de ready-time, correspondente à leg 6, é o evento 4. Assim sendo, sai um avião afeto
à leg 3, pernoita em BRU, e regressa ao hub no dia seguinte cobrindo a leg 6.
Apresenta-se na figura 3.7 o conjunto de sequências admitindo que nenhum avião pernoita
fora do hub, solução análoga à da figura 3.4 para o modelo com estrutura de redes de conexões:
22
CAPÍTULO 3. MODELOS LINEARES































Figura 3.7: Solução com 3 aviões (não permitindo que os mesmos pernoitem nos spokes), análoga à figura 3.4.
Tal como na figura 3.4, não é permitido que os aviões pernoitem nos spokes, e por esse mo-
tivo, os seus wrap-around arcs têm o valor 0, na solução. Assim, a sequência realizada pelo avião
cujas legs estão a verde é leg 1→ leg 6→ leg 3→ leg 7. A azul, leg 2→ leg 8→ leg 4→ leg 10. E
por fim, o último avião, afeto às legs a castanho, leg 5→ leg 9.
A estrutura da rede time-space pode assim ser descrita através de um grafo G = (V ,A),
onde V representa o conjunto de eventos existentes em cada estação para cada frota, e A, o
conjunto de arcos descritos anteriormente. Assim, enquanto a estrutura de rede de conexões
tem como nodos, as legs, e como arcos, a ligação (conexões possíveis) entre um par de legs que
seja admissível, dadas as possibilidades de ligação existentes, a estrutura de redes time-space é
mais complexa. Para cada estação existe uma rede parcial com tantos eixos consoante o número
de frotas distintas existentes. Cada nodo representa um evento nessa estação, para um tipo de
frota. Cada nodo será assim composto pela estação onde se encontra, tipo de frota e pela ordem
cronológica ordenada pela hora em que o mesmo ocorre. Essa hora poderá ser de partida e/ou
de ready-time, isto é, a hora de chegada do avião à estação somada ao TAT respetivo ao tipo de
frota desse avião. Note-se que um dado evento pode corresponder a mais do que uma partida,
a mais do que um ready-time ou inclusive a uma partida e um ready-time simultâneos. Assim,
o ground arc referente após um evento de "chegada", corresponderá ao o número de aviões na
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estação desde o seu ready-time até ao próximo evento.
• V =
⋃
s∈Sf ∈F Vsf , onde S representa o conjunto de estações existentes na rede, F o con-
junto de diferentes tipos de frota existentes e Vsf representa o conjunto de eventos exis-
tentes na estação s para o tipo de frota f.
• A = {⋃s,s′∈Sf ∈FAFs,s′ ,f } ∪ {⋃s∈Sf ∈FAGs,f } ∪ {⋃s∈Sf ∈FAWs,f }, onde AFs,s′ ,f representa o conjunto
de flight arcs entre as estações s e s′ para a frota do tipo f , AGs,f , o conjunto de ground arcs
na estação s para a frota do tipo f e AWs,f , o conjunto de wrap-around arcs de cada estação
s e frota do tipo f .
3.2.2 Notação utilizada e definição de variáveis
Seja S o conjunto de estações na rede, F o conjunto de diferentes tipos de frota, L, o conjunto
de flight-legs, em que cada leg pode também ser identificada por um terno {odt}, onde o,d ∈ S
representa o par O-D, e t denota o evento de ready-time de um avião do tipo f , à estação d.
Seja ainda N o conjunto de nodos da rede, indexados por {f st} em que f ∈ F, s ∈ S e t é
o evento. O conceito de evento denota-se como sendo uma categorização das horas, sejam
elas relativas a partidas, ou ready-times, devidamente ordenadas no horizonte temporal, e os
eventos, devidamente identificados caso sejam referentes a partidas ou ready-times.
Considere-se Of como sendo o conjunto de arcos para cada tipo de frota f que ultrapassam
o último período do horizonte temporal, permitindo deste modo, a contagem de aviões que
façam voos "noturnos". Note-se que este conjunto não é utilizado nesta dissertação, devido
ao facto de não existirem restrições horárias quanto à hora de abertura e fecho das estações,
permitindo assim que o primeiro e último eventos possam ser durante a madrugada. Sem perda
de generalidade, considera-se que a abertura de um qualquer aeroporto corresponde à hora do
primeiro voo outbound e o fecho do aeroporto a hora do último voo inbound. Finalmente, Af
diz respeito ao número de aviões do tipo f ∈ F disponíveis.
Quanto às variáveis de decisão xf l , considere-se que toma o valor 1 caso a frota do tipo
f ∈ F cubra a leg l ∈ L, ou toma o valor 0, caso contrário. A variável yf stt′ é descrita como
sendo o número de aviões existentes no ground arc do nodo {f st} até ao nodo {f st′} na estação
s ∈ S, cuja frota do avião seja do tipo f ∈ F, onde t e t′ são dois eventos consecutivos, tais que
t′ = t + 1, onde t = {t1, t2, ..., tm} para qualquer evento, ou no caso dos wrap-around arcs onde
t′ = t1 e t = tm.
Por fim, defina-se cf l como sendo o custo total de afetação da leg l ao avião da frota f . O
cálculo deste custo é equivalente ao cálculo do custo no modelo anterior, que está detalhado na
secção 4.1.3.
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xf l = 1 ∀l ∈ L, (3.14)∑
o∈S : o,s
xf ost + yf st−t −
∑
d∈S : d,s





yf stmt1 ≤ Af ∀f ∈ F, (3.16)
yf stmt1 = 0 ∀f ∈ F,∀s ∈ S \ {1} (3.17)
xf l ∈ {0,1}, ∀f ∈ F,∀l ∈ L, (3.18)
yf st−t ≥ 0, yf stt+ ≥ 0 ∀{f st} ∈N (3.19)
Comparativamente com a formulação do modelo 3.1, a formulação presente neste modelo
apresenta um conjunto de restrições idêntico. Com o primeiro conjunto de restrições, (3.14),
garante-se a cobertura de todas as legs existentes na rede. Nas restrições (3.15) a conservação de
fluxo é realizada utilizando as variáveis xf l , com l escrito como terno {odt} e yf stt′ , no sentido
em que o número de aviões de um determinado tipo de frota f que chega (ou está disponível) a
uma determinada estação s no instante t, juntamente com os aviões que já estavam na estação
terá de ser igual ao número de aviões dessa frota do tipo f que parte estação no instante t,
somado ao número de aviões que permanecerão na estação.
O conjunto de restrições de disponibilidade de frota é dado pelo conjunto de restrições
(3.16), à semelhança das restrições (3.6).
Para evitar que os aviões pernoitem fora do hub no final do horizonte temporal e assim
garantir que o plano é "fechado" no que diz respeito à presença de todos os aviões no hub final
do horizonte, acrescentou-se a restrição 3.17 onde s = 1 identifica a estação hub.
Contrariamente à rede do modelo 1, e como foi referido na explicação deste modelo, os
nodos não representam legs, mas sim os eventos, para cada estação e para cada tipo de frota.
Deste modo, apresenta-se na figura 3.8 uma solução numa rede de planeamento diário em
que para cada uma das três estações presentes, existem três tipos de frota (tipo I a verde, tipo II
a vermelho e tipo III a azul). Para cada estação e para cada tipo de frota são visíveis os ground
arcs, com o fluxo de aviões existentes correspondendo a um fluxo unitário entre cada par de
eventos subsequentes. Os flight arcs são os arcos que vão de um nodo (numa dada estação
e com um dado tipo de frota) para outro nodo (numa outra estação e com o mesmo tipo de
frota). Por fim, os wrap-around arcs estão representados a laranja, fazendo a ligação entre o
último evento e o primeiro. Estes arcos contêm também o fluxo de aviões de cada tipo que
permanece na estação desde o fim do dia para o inicio do dia seguinte. No hub são visíveis os
três fluxos para cada tipo de frota com valor 1, isto é, não existem voos noturnos, pois os três
aviões permanecem no hub durante a noite.
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Figura 3.8: Estrutura de redes time-space.
3.2.4 Pré-Processamentos propostos
Tal como foi mencionado anteriormente, no artigo de Hane et al.[12], os autores propuse-
ram uma série de pré-processamentos com o intuito de diminuir a dimensão da rede, já que tal
como foi referido antes, a inclusão do fator temporal aumenta a dimensão e complexidade da
rede. De seguida, enumerar-se-ão os pré-processamentos propostos:
1. O primeiro pré-processamento consiste na observação da rede que contém as conexões de
partidas e "chegadas" (ou ready-times). Assim sendo, as chegadas consecutivas com sub-
sequente partidas consecutivas, podem ser agrupadas num único nodo. Esta técnica tem
o nome de agregação de nodos. Contudo, existirão uma série de chegadas que não poderão
ser agregadas no mesmo nodo que determinadas partidas cuja hora seja anterior à hora
das chegadas, obtendo-se assim um conjunto de arcos que não serão utilizados na solução
ótima do problema. Estes arcos são alvo de modificações no segundo pré-processamento.
Na primeira representação na figura 3.9 os nodos 2 e 3 que correspondem a dois ready-
times consecutivos são agregados com os nodos seguintes, 4 e 5 que correspondem a duas
partidas consecutivas obtendo-se o nodo 2′ da segunda figura;
2. Nas estações spoke - tendo em conta configurações hub-and-spoke, cujos eventos sejam
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relativamente poucos, nomeadamente em que não existam aviões em terra durante um
certo período de tempo, leva a que, devido à não existência de fluxo nesses arcos, estes
possam ser removidos da rede. Isto é, por cada ground arc removido, haverá outro ground
arc com valor nulo, que é encontrado após um igual número de chegadas e partidas.
Esse arco também deve ser removido. Assim sendo, este processamento leva à criação de
ilhas na linha temporal de cada estação. Como cada frota tem o seu próprio ready-time,
a estrutura de ilhas pode ser diferente para cada tipo de frota, na mesma estação. Na
terceira representação da figura 3.9 a ilha 3′ corresponde às duas legs (uma de inbound
e outra de outbound) que têm de ser realizadas em sequência. Sendo assim, as variáveis
associadas a estas legs podem ser combinadas numa única variável que representará o par
de legs. Deixa, assim, de existir decisão em relação à afetação da frota à leg de outbound,
pois passa a estar completamente dependente da decisão tomada para a leg de inbound.
3. Por fim, o terceiro pré-processamento leva à eliminação de conexões perdidas. No caso
em que dois flight arcs sejam consecutivos, poderá acontecer que um deles resulte numa
conexão perdida. Assim, e neste caso, ambos os arcos poderão ser removidos. Na quarta
figura da figura 3.9, a leg de chegada ao nodo 7 perdeu a conexão com a leg de partida do
nodo 6. Esta situação acontece geralmente em frotas cujo ready-time é maior (tipicamente
em aviões com maior capacidade). Estes nodos são removidos da rede, para o respetivo
tipo de frota.




































Figura 3.9: Redução da rede para uma estrutura de redes time-space para uma dada frota numa dada estação.
Segundo o artigo de Sherali et. al [18], no artigo original, de Hane et al. [12], os autores
obtiveram grandes melhorias em termos de decréscimo no número de linhas e colunas do mo-
delo. Mais à frente, na secção comparação entre modelos, será testado este pré-processamento




Descrição e tratamento dos dados
Ao longo da aplicação prática dos modelos apresentados na secção anterior ao caso de es-
tudo, foram encontradas algumas inconsistências ao nível do conjunto de dados utilizados 1,
e mesmo na implementação da formulação (por vezes demasiado genérica) dos modelos apre-
sentados na literatura, como por exemplo [18]. Sendo assim, neste capítulo serão descritas
algumas das dificuldades encontradas ao longo do desenvolvimento da implementação dos
modelos e a forma de as ultrapassar. Este capítulo encontra-se dividido em três secções: da-
taset, considerações sobre a implementação do modelo de redes de conexões e considerações
sobre a implementação do modelo de redes time-space.
4.1 Dataset
O conjunto de dados fornecido diz respeito aos voos realizados durante os trinta e um dias
do mês de maio do ano de 2017. Neste conjunto de dados, o hub situa-se em Ljubljana, sendo
que a companhia em causa voa para quinze destinos (spokes).
O conjunto de dados referente aos voos realizados apenas num dia, por exemplo, o dia 1 de
maio de 2017, foi sujeito às seguintes alterações:
• Foram identificados 23 voos de outbound e 25 voos inbound. O motivo desta diferença
prende-se com o facto do conjunto de dados ter sido obtido através duma extração de
apenas 1 dia, omitindo assim os voos noturnos cujos arcos outbound ou inbound tenham
fim no dia seguinte ou início no dia anterior, respetivamente. Admitindo um planea-
mento de afetação diária, optou-se por retirar todos os voos do dia 1 de maio cujos pares
da rotação correspondente fizessem parte do dia anterior ou do dia seguinte. Desta forma,
e neste exemplo foram excluídos dois voos (ambos de inbound).
• Relativamente aos horários dos voos, foram ainda encontrados alguns problemas, nome-
adamente no que diz respeito aos voos noturnos. Determinadas partidas são por volta
das 22:00, o que leva muitas vezes a que o voo de regresso ao hub seja de madrugada,
portanto já no dia seguinte. Se forem extraídos apenas os voos referentes a horários do
dia 1 de maio, o voo de regresso correspondente a estes voos noturnos não surgiria. Na
realidade, o conjunto de dados utilizado, o voo de "regresso" da estação spoke chega ao hub
na madrugada do dia considerado, pois por se tratar de um voo iniciado no dia anterior,
1Disponibilizados por um especialista [16]
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provocaria problemas em termos de rotatividade do planeamento. Por forma a incluir
este voo no planeamento, considerou-se a hora de chegada já no dia seguinte e assim a
instância correspondente ao dia especificado passa a incluir na realidade, instantes do
dia seguinte (ver tabela 4.1).
Tabela 4.1: Correção para os voos noturnos.
leg origem destino partida chegada
Inicialmente
14 1 10 5/1/2017 22:30 5/1/2017 23:50
37 10 1 5/1/2017 4:40 5/1/2017 6:05
Após alteração
14 1 10 5/1/2017 22:30 5/1/2017 23:50
37 10 1 5/2/2017 4:40 5/2/2017 6:05
Inicialmente, foi considerado um tempo único de TAT, isto é, o tempo que dista entre
a chegada de determinado avião e o momento em que volta a estar pronto para partir.
Este tempo corresponde à soma dos tempos de limpeza, reabastecimento de combustí-
vel, de alimentação e ligeiras manutenções que inicialmente considerou-se de 1 hora. No
entanto, de modo a aproximar-se da realidade, acabou por ser considerado que seria pre-
ferível ter um tempo distinto para cada tipo de frota. Após consulta de um especialista
(Autor da dissertação [16]), e dados os três tipos de frota existentes, pelo conhecimento e
experiência do mesmo, foram disponibilizados tempos distintos para cada um dos tipos
de frota (ver tabela 4.3).
Ainda no que diz respeito à coleção inicial de dados, foram também disponibilizados
três cenários de procura existente por leg, podendo esta ser de nível baixo, intermédio
ou alto. Estes cenários foram gerados aleatóriamente tendo em conta intervalos realistas.
Para a instância diária de 1 de maio, verificou-se que a variação média entre os valores de
procura de época baixa para época média foi de 24% e procura de época baixa para época
alta, de 37%. Tendo em consideração os aparelhos disponíveis, foram disponibilizados
para teste, também três composições distintas, em que para qualquer uma delas existem
três tipos de frota distintos, mas com quantidades diferentes de aparelhos.
Foram disponibilizadas as capacidades reais de cada frota. Para cada ligação as distâncias
(em km) e tempo (em minutos) com elevado grau de precisão face à realidade das liga-
ções existentes no conjunto de dados. Para além disto, foram disponibilizados diversos
custos associados às operações (em unidades monetárias), entre os quais o custo fixo de
afetação de determinado aparelho, o custo por km de cada frota, e ainda uma penaliza-
ção, que tem em conta uma afetação em que a capacidade do avião é inferior à procura
existente, levando assim à penalização por não afetação de passageiros (spill passengers).
Esta penalização depende da ligação existente (par O-D), e foi convertida para cada leg.
4.1.1 Aeroportos
A rede de voos utilizada nesta dissertação contempla a existência de quinze destinos, a
partir do hub em Ljubljana (LJU). As localizações, códigos IATA e fusos horários dos mesmos,
estão presentes abaixo:
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Tabela 4.2: Localização do hub e spokes.
Codigo Categorização Localização GMT
LJU 1 Ljubljana (Eslovénia) +1
BRU 2 Bruxelas (Bélgica) +1
CDG 3 Charles de Gaulle (Paris/ França) +1
CPH 4 Copenhaga (Dinamarca) +1
FRA 5 Frankfurt (Alemanha) +1
MUC 6 Munique (Alemanha) +1
PRG 7 Praga (Republica Checa) +1
PRN 8 Pristina (Kosovo) +1
SJJ 9 Sarajevo (Bósnia e Herzegovina) +1
SKP 10 Skrope (Macedónia) +1
SVO 11 Sheremetievo (Moscovo/ Rússia) +3
TGD 12 Podgorica (Montenegro) +1
TIA 13 Tirana (Albânia) +1
VIE 14 Viena (Austria) +1
WAW 15 Varsóvia (Polónia) +1
ZRH 16 Zurique (Suiça) +1
4.1.2 A frota














A319 144 130000 8 50 3 2 4
CRJ900 90 10000 6 40 6 3 3
CRJ700 72 10000 5 35 3 6 3
Para todos os cenários para os quais os modelos foram testados, no que diz respeito às con-
figurações de frota, a única variante é o número de aparelhos de cada tipo existente. Foram
considerados três testes, em que a disponibilidade de cada um dos três aviões existentes varia.
Na tabela acima, encontram-se as especificidades de cada tipo de frota. Para além dos dois cus-
tos já mencionados referentes à utilização dos aviões (custo fixo e custo por km), apresentam-se
também as capacidades de cada um deles, bem como o seu TAT. Por fim, consideram-se três
composições de frota, com disponibilidades diferentes de cada avião.
4.1.3 Modelação dos custos
A modelação dos custos é a mesma para cada um dos dois modelos considerados no ca-
pítulo 3. Tal como foi referido anteriormente na definição da função objetivo de ambos os
modelos, a componente do custo encontra-se divida em duas parcelas: Penalização por perda
de passageiros e custo de afetação de um avião para uma leg.
Penalização por perda de passageiros
Dada a procura existente para determinado voo, torna-se prudente afetar um aparelho que
consiga satisfazê-la. Caso não se consiga satisfazer toda a procura, considera-se que existe
spill que corresponde à parte da procura não satisfeita (medida em número de passageiros).
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Caso não se tomasse em consideração estas penalizações, poderia ocorrer o cenário de que para
minimizar o custo, afetar-se-ia sempre o aparelho menos dispendioso, não existindo qualquer
tipo de consideração pela procura. Deste modo, a introdução das penalizações leva o modelo a
minimizar não só os custos operacionais, mas também a perda de passageiros, denominado na
literatura como spill costs, aproximando assim, o modelo à realidade.
Tabela 4.4: Penalizações entre par O-D (valor igual para o sentido inverso) por cada passageiro perdido.
Origem/ Destino LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU
Destino/ Origem SVO CPH CDG BRU WAW SKP TIA PRN FRA TGD ZRH PRG SJJ MUC VIE
Penalização por cada
passageiro perdido
150 200 120 125 85 50 60 40 100 72 175 30 20 90 180
Custo associado à utilização da frota para determinada leg
Para esta dissertação, a modelação do custo associado à operação de um aparelho numa
determinada leg, será relativamente simples. Dada a informação disponível, os custos associa-
dos, dependerão do tipo de frota utilizada, quer um custo fixo, quer um custo por quilómetro,
variável consoante a distância percorrida.
Posto isto, a fórmula do cálculo dos custos, é a seguinte:
Custojf = coff + cpkmf ∗ dj + cpenj ∗ spilljf ∀j ∈ legs,∀f ∈ Frota
onde, o significado dos parâmetros é o seguinte:
• coff : custo fixo da utilização de um aparelho de uma dada frota f ;
• cpkmf : custo referente à utilização de um aparelho de uma dada frota f por km percor-
rido (ver tabela 4.3);
• dj : distância da leg j em quilómetros (ver tabela 4.5);
• cpenj : penalização por cada passageiro perdido, numa determinada leg j (ver tabela 4.4);
• spilljf : número de passageiros perdidos em determinada leg j, para cada avião da frota
do tipo f .
O parâmetro spilljf é modelado da seguinte forma:
spilljf = max(procuraj − capacidadef ;0)
Tabela 4.5: Distância em quilómetros entre par O-D (valor igual para o sentido inverso).
Origem/ Destino LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU LJU
Destino/ Origem SVO CPH CDG BRU WAW SKP TIA PRN FRA TGD ZRH PRG SJJ MUC VIE
Distância em
quilómetros
1926 1051 946 900 813 744 681 661 610 575 472 431 406 311 264
4.2 Modelo com estrutura de redes de conexões
Após o pré-processamento do conjunto de dados referido no início da secção 4.1, e antes
da sua utilização no modelo implementado, foi necessário proceder a uma seleção das legs pos-
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síveis de serem subsequentes a outras legs. Assim, numa primeira abordagem, criou-se com
base nos dados fornecidos uma matriz de valores binários tendo apenas em conta os horários
de partida e chegada de cada leg. Ou seja:
poss(i, j) =
1, se a leg j pode preceder a leg i0, c.c.
Note-se ainda o motivo para o qual terão de existir, eventualmente, três matrizes destas,
uma por frota, dado que existem três tipos de frota, e que devem ser considerados os ready-
times, e não a hora de chegada, em cada leg, para cada tipo de frota. Por outro lado, quanto
maior o número de legs, maior a dimensão destas matrizes, e dado que a mesma apenas serve
como input para o problema e apenas interessam os pares de legs que possam ocorrer subse-
quentemente, ou seja, só interessam as células com valor 1. Sendo assim, optou-se por outro
tipo de input: Apenas um terno em que as primeiras duas componentes dizem respeito a uma
conexão possível entre par de legs para um dado tipo de frota. Desta forma, a dimensão dos
parâmetros de entrada é bastante inferior, e menos complexa. Abaixo, uma figura representa-
tiva do input, efetivamente considerado para as possibilidades de legs subsequentes, onde por
exemplo, o primeiro terno corresponde à possibilidade de um avião de frota tipo 1 voar a leg 2
imediatamente a seguir à leg 24:
ternos={<24,2,1>, <24,4,1>, <24,5,1>, <24,7,1>, <24,8,1>, <24,10,1>,
<24,13,1>,..., <24,2,2>, <24,4,2>,...,<24,2,3>,<24,4,3> ...};
Figura 4.1: representação do tuplo <leg_atual,leg_subs,frota>, usado para input.
Note-se por exemplo, que não existe o terno <24,16,1>, apesar de existirem os ternos
<24,16,2> e <24,16,3>. Isto é explicado pelo facto de o valor do TAT para a frota do tipo
1, somado à hora de chegada da leg 24 (11:40+0:50=12:30) ultrapassar a hora de partida da leg
16 (12:25). Para as frotas do tipo 2 e 3, a sequência é admissível, já que os seus ready-times são
de (11:40+0:40=12:20) e (11:40+0:35=12:15), respetivamente.
4.3 Modelo com estrutura de redes time-space
Como foi referido no capítulo 3.2 referente a este modelo, o facto da estrutura da rede
do modelo ser feita através de eventos, leve a que a criação dos mesmos, tenha em conta as
estações existentes e respetivos horários dos eventos na mesma. Serão então descritas de forma
detalhada, algumas das fases mais importantes para a criação de todo o input necessário para
a aplicação do modelo em questão:
• Através das horas de partida e de ready-time em cada estação, devidamente ordenadas
no tempo por ordem cronológica, é realizada a categorização numérica, de forma a ser
possível uma ordenação para se aplicar o conceito de evento anterior e evento seguinte.
Segue abaixo, um exemplo da categorização:
Tabela 4.6: Dados referentes aos ready-times (exemplo).
origem partida destino chegada ready-time_1 ready-time_2 ready-time_3
1 5/1/2017 7:00 2 5/1/2017 8:40 5/1/2017 9:30 5/1/2017 9:20 5/1/2017 9:15
1 5/1/2017 17:05 2 5/1/2017 18:45 5/1/2017 19:35 5/1/2017 19:25 5/1/2017 19:20
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Em que cada ready-time é referente a cada um dos três tipos de frota existentes.
Tabela 4.7: Categorização dos eventos (a verde, os eventos de partida, e a laranja os eventos de ready-time).
estação hora frota t
1 5/1/2017 7:00 1 1
1 5/1/2017 7:00 2 1
1 5/1/2017 7:00 3 1
...
1 5/1/2017 11:05 3 8
1 5/1/2017 11:10 2 8
1 5/1/2017 11:20 1 7
...
2 5/1/2017 9:15 3 1
2 5/1/2017 9:20 2 1
2 5/1/2017 9:30 1 1
...
2 5/1/2017 19:20 3 3
2 5/1/2017 19:25 2 3
2 5/1/2017 19:35 1 3
...
A categorização dos eventos é feita consoante os seguintes critérios:
– ordenação por estações e por ordem cronológica;
– atribuição do valor ’1’ aos primeiros eventos do dia de cada frota em cada estação;
– incremento de uma unidade à medida que na mesma estação, e na mesma frota, o
horário do evento atual diferir do horário do evento anterior;
– eventos da mesma frota, com o mesmo horário (independentemente de serem parti-
das (verde) ou ready-times (laranja)), são categorizados com o mesmo valor.
• Quando existem eventos tais que nos spokes a partida do voo com destino ao hub seja
mais cedo que o ready-time do voo proveniente do hub, significa que esse par de legs
(outbound e inbound) não é possível ser feito para o tipo de frota em questão. Deste modo,
esses eventos são categorizados com o valor ’0’, impossibilitando assim que essas legs
sejam realizadas. Note-se ainda, que para cada par de eventos categorizados com ’0’ num
dado spoke (correspondente a uma leg inbound), também existirá um par de eventos no
hub (correspondente à leg outbound respetiva) que também terão de ser categorizados da
mesma forma, isto é, com o valor ’0’. A figura abaixo, ilustra a ocorrência descrita:
Tabela 4.8: Eventos correspondentes a conexões perdidas (a verde, os eventos de partida, e a laranja os eventos de
ready-time).
estacao hora frota t
3 5/1/2017 9:35 3 1
3 5/1/2017 9:40 2 1
3 5/1/2017 9:45 1 0
3 5/1/2017 9:45 2 2
3 5/1/2017 9:45 3 2
3 5/1/2017 9:50 1 0
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É visível a existência de 1 evento de partida (a verde) na estação 3 (spoke) para um avião
da frota do tipo 1, que está agendado às 9:45, para antes do seu ready-time (a laranja),
agendado para as 9:50. Portanto, este par de eventos é categorizado com o valor ’0’.
Adicionalmente, o par de eventos correspondentes na estação 1, também terão de ser
categorizados com o mesmo valor.
Este tipo de situação corresponde ao ponto 3 dos pré-processamentos referidos na secção
3.2.4.
• Criação do conjunto de nodos N : Com a categorização aplicada e corrigida para os casos
mencionados no ponto acima, criou-se do conjunto referente aos nodos da rede onde cada










Figura 4.2: representação do tuplo <frota,estação,t>, usado para input. (representativo da
categorização presente na tabela 4.9.
• É ainda necessário definir uma ligação entre o conjunto dos nodos, e o conjunto L, refe-
rente às legs. Desta forma, cada conjunto de legs é replicado o número de vezes corres-
pondente aos diferentes tipos de frota existentes no conjunto de dados (3 tipos de frota
no conjunto de dados utilizado). Assim, é possível identificar para cada leg, e para cada
tipos de frota, o evento correspondente à hora de partida e à hora de ready-time (já que
esta hora depende do tipos de frota). Para ilustrar este processo considere-se o seguinte
exemplo:
Tabela 4.9: Eventos para cada leg associada a cada tipo de frota.
legs origem partida destino frota ready-time_f evento_p evento_c
1 1 5/1/2017 7:00 2 1 5/1/2017 9:30 1 1
2 1 5/1/2017 17:05 2 1 5/1/2017 19:35 18 3
1 1 5/1/2017 7:00 2 2 5/1/2017 9:20 1 1
2 1 5/1/2017 17:05 2 2 5/1/2017 19:25 22 3
1 1 5/1/2017 7:00 2 3 5/1/2017 9:15 1 1
2 1 5/1/2017 17:05 2 3 5/1/2017 19:20 23 3
As duas últimas colunas, eventop e eventoc, correspondem ao evento categorizado na es-
tação origem e chegada, respetivamente. Assim, para um avião do tipo 1, a leg 2 parte da
estação 1, no evento categorizado 18 e chega à estação 2 no evento categorizado 3.
Já para um avião do tipo 2, a mesma leg parte da estação 1 no evento categorizado 22 e
chega à estação 2 no evento categorizado 3.
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• Por último, a criação do tuplo Legs < leg,org, tp1, tp2, tp3,dest, tc1, tc2, tc3,pb,pm,pa,pen,dist >
referente ao conjunto L. A legenda das componentes do tuplo é a seguinte:
– leg: número da leg;
– org: valor numérico da estação de origem;
– tp1: evento de partida para a frota do tipo 1;
– tp2: evento de partida para a frota do tipo 2;
– tp3: evento de partida para a frota do tipo 3;
– dest: valor numérico da estação de destino;
– tc1: evento de ready-time para a frota do tipo 1;
– tc2: evento de ready-time para a frota do tipo 2;
– tc3: evento de ready-time para a frota do tipo 3;
– pb: valor da procura considerando época baixa;
– pm: valor da procura considerando época média;
– pa: valor da procura considerando época alta;
– pen: custo de spill de 1 passageiro;





Figura 4.3: representação do tuplo Conj_Legs, usado para input.
Note-se que os eventos categorizados para cada leg e tipo de frota segundo a tabela 4.9,
são visíveis na figura acima. Ao invés de se fazerem 3× n_legs optou-se por criar o tuplo
em que cada tuplo contém a ordem de cada evento, para cada tipo de frota.
Alterações na formulação
Dado que nesta dissertação, a afetação é realizada para uma rede com estrutura hub-and-
spoke, e apenas com um hub, a restrição de conservação de fluxo relativa ao modelo de redes
time-space, foi ajustada de modo a que o fluxo que passa nos wrap-around arcs nas estações
spokes e apenas no final do horizonte temporal, sejam 0, com o intuito de não existirem aviões
a passar a noite fora do hub, indo ao encontro do pretendido.
Adicionalmente, foi acrescentado um conjunto de restrições (3.17), com o objetivo de evitar
que haja wrap-around arcs com fluxo superior a 0, após o último evento, impedindo que existam
aviões que ultrapassem o horizonte temporal em legs outbound, para regressarem numa leg
inbound, no novo "ciclo" da linha temporal existente.
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Capítulo 5
Aplicação ao estudo de caso
Neste capítulo, serão apresentadas comparações relativamente aos dois modelos implemen-
tados, tendo em conta todos os cenários possíveis. Primeiramente serão apresentadas as espe-
cificidades que compõem cada cenário. De seguida, para cada um dos modelos, serão compa-
rados esses mesmos cenários. Por último, serão comparados os dois modelos, apresentando os
prós e contras de cada um.
5.1 Instâncias e cenários
5.1.1 Medidas analisadas no desempenho dos modelos
De modo a proceder à análise e respetiva comparação entre os dois modelos considerados,
são tidas em conta as seguintes medidas de performance:
• Tempo de CPU;
• Número de variáveis e de restrições;
• Valor da relaxação linear;
5.1.2 Instâncias de teste consideradas
Para o conjunto de dados fornecido, foram considerados os seguintes horizontes temporais
para a afetação:
• 1 dia (7 instâncias);
• 1 semana (4 instâncias);
• 1 mês (1 instância).
Tendo em conta a existência de 12 horizontes temporais distintos, e a existência de três
cenários de procuras associadas a cada leg e três cenários de composição de frota, o número
de instâncias base de teste resume-se a 108 (12 × 3 × 3). Alguns destes cenários foram alvo de
variações numa fase pós-otimização.
37
5.2. RESULTADOS COMPUTACIONAIS
5.1.3 Medidas de comparação entre instâncias
Para além da comparação entre a performance de cada modelo, serão comparados alguns
resultados de cada instância, em cada um dos modelos. Desta forma, dado que ambos os mode-
los são exatos, com consequente igualdade dos valores obtidos para o problema inteiro, serão
comparadas duas medidas relativas à perda de passageiros:
• Impacto do spill na totalidade do custo de afetação;
• Percentagem de spill relativo à totalidade da procura associada ao cenário em questão;
• Impacto da penalização por passageiro perdido, no custo, e na percentagem de spill.
5.2 Resultados computacionais
Os tempos de execução (CPU), em segundos, para os modelos implementados utilizando o
software IBM ILOG CPLEX Optimization Studio OPL V12.6.2, foram obtidos através de uma má-
quina com um processador Intel(R) Core(TM) i5-4590 CPU @ 3.30GHz e 8.00GB de memória
RAM.
Sem perda de generalidade, note-se que o modelo com estrutura de redes de conexões será
chamado de modelo 1 e o modelo com estrutura de redes time-space de modelo 2.
5.2.1 Comparação entre modelos
De modo a ilustrar as diferenças no tipo de estrutura de rede de cada um dos modelos,
segue nas figuras 5.1 e 5.2 a solução relativa à afetação do dia 1 de maio, obtida pelo modelo 2,
respetivamente para as frotas do tipo II e III. E mais abaixo, a figura que ilustra a solução obtida
através do modelo 1, para a mesma instância. Assim, tal como foi descrito anteriormente no
exemplo 3.1.1, são visíveis através de uma instância real, a dimensão de cada rede.
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Figura 5.1: Solução obtida através do modelo 2 para a instância 1 de maio, utilizando 5 aviões do tipo II.
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Figura 5.2: Solução obtida através do modelo 2 para a instância 1 de maio, utilizando 3 aviões do tipo III.
Quanto à solução análoga, obtida pelo modelo 1, é apresentada na figura 5.3, para ambos
os tipos de frota utilizados:
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Figura 5.3: Solução obtida através do modelo 1 para a instância 1 de maio, utilizando 5 aviões do tipo II e 3 aviões
do tipo III.
O facto de não serem utilizados aviões com frota do tipo I será explicado à frente, na secção
5.2.2.
De seguida, na tabela 5.1, são apresentados os valores obtidos para ambos os modelos,
relativos às medidas de performance consideradas e apresentadas na secção 5.1.1.
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Tabela 5.1: Comparação entre os 2 modelos relativamente às medidas de performance consideradas.
Na tabela 5.1, os tempo de CPU, apresentados correspondem à mediana dos tempos de CPU
obtidos nos 9 cenários existentes para cada instância (3 cenários de procura × 3 composições
de frota). O número de variáveis e número de restrições mantém-se o mesmo, dado que as
variações dos cenários são feitas apenas nos valores dos coeficientes associados às variáveis e
restrições. Abaixo, considerar-se-ão representações gráficas que ilustram mais facilmente as
diferenças entre os modelos.
No que aos tempos de execução dos modelos diz respeito, tanto para o problema inteiro,
como para a relaxação linear, comparar-se-ão apenas, para instâncias semanais e mensais, dado
que para as instâncias diárias, o tempo de execução foi quase imediato (< 1 segundo, em medi-
ana).
Figura 5.4: Comparação do CPU entre os dois modelos para as quatro instâncias semanais.
Na figura 5.4, verifica-se que o modelo 1 apresenta melhor tempo de CPU relativamente
ao modelo 2, embora para as duas primeiras semanas, as diferenças sejam nulas. Verifica-se
também que a relaxação linear (RL) do modelo 1 apresenta melhor performance nesta medida
de desempenho, relativamente ao problema inteiro (PI). Contrariamente, no modelo 2, não são
visíveis quaisquer variações entre o tempo de CPU do problema inteiro e o tempo de CPU da
relaxação linear.
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Figura 5.5: Comparação do CPU entre os dois modelos para a instância mensal.
No horizonte temporal de planeamento mensal, que é o maior considerado, as variações
acentuam-se, pelo que as conclusões apresentadas para o horizonte semanal apresentam maior
precisão. Deste modo, através da figura 5.5, é corroborado o que foi concluído para as instân-
cias semanais, isto é, que o tempo de CPU para o modelo 1 é inferior relativamente ao modelo
2, tanto para o problema inteiro (PI), como para a relaxação linear (RL). Verifica-se ainda, tal
como nas instâncias semanais, que o tempo de CPU da relaxação linear (RL) é manifestamente
inferior que o tempo de CPU do problema inteiro (PI) para o modelo 1, e que para o modelo 2,
a variação não é significativa.
De seguida, serão ilustradas as comparações para cada modelo relativamente ao número de
variáveis e número de restrições, apenas para a instância mensal, visto que é a instância onde
as diferenças são mais visíveis.
Figura 5.6: Comparação entre nº de variáveis e restrições entre os 2 modelos para instância mensal.
Relativamente ao número de variáveis, é visível tendo em conta a figura 5.6 uma diferença
abrupta entre ambos os modelos, sendo que o número de variáveis no modelo 1 é aproximada-
mente 61 vezes o número de variáveis do modelo 2. No que concerne ao número de restrições,
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acontece o oposto, embora em menor dimensão, isto é, o número de restrições é superior no
modelo 2, embora não atinja sequer o dobro. Dada a informação anterior relativamente ao
tempo de CPU, e sabendo já que o modelo 1 obtém soluções mais rapidamente que o modelo
2, estes resultados podem significar que o número de restrições tem maior impacto na obten-
ção de tempos de CPU baixos do que no número de variáveis, já que o modelo 2 (mais lento),
tem menor número de variáveis, mas maior número de restrições. Contudo, esta associação
não pode ser afirmada categoricamente, já que não existe nenhum fundamento estatístico que
verifique esta (possível) associação. Seria necessário testar mais instâncias.
De seguida, faz-se uma comparação em termos de perfil, relativamente aos dois modelos, no
que diz respeito à dimensão do problema para as sete instâncias diárias. Por constrangimentos
de escala, não foram efetuadas representações análogas para as instâncias semanais e mensal.
Figura 5.7: Comparação da relação entre nº de variáveis, restrições, legs e conexões entre ambos os modelos (modelo
1 à esquerda e modelo 2 à direita).
Analisando a figura 5.7, e sabendo de antemão pela tabela 5.1, que o número de legs e
número de conexões é igual entre modelos para cada instância verifica-se o que foi concluído
acima. Para o modelo 1 (à esquerda), o número de variáveis é igual ao número de conexões
possíveis. O número de restrições para este modelo é bastante inferior relativamente ao modelo
2 (à direita), para todas as instâncias consideradas. No modelo 2 verifica-se que o número de
variáveis (superior ao modelo 1) é, também, ligeiramente superior ao número de restrições,
contrastando com o modelo 1, em que o número de variáveis é bastante superior ao número de
restrições.
Aplicação dos pré-processamentos ao modelo com estrutura de rede time-space
Tal como foi descrito na secção 3.2.4, foram aplicados os pré-processamentos a duas instân-
cias (uma diária e uma semanal), tendo-se obtido reduções tanto no número de variáveis, como
de restrições. A agregação dos nodos foi feita apenas para as estações spoke, dada a existência
de um menor número de eventos, facilitando a observação de um número de chegadas conse-
cutivas igual ao número de partidas consecutivas subsequentes. Encontra-se na tabela 5.2, os
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valores referentes à dimensão das instâncias para cada um dos modelos.
Tabela 5.2: Variação entre nº de variáveis e restrições de duas instâncias por modelo.
Desta forma, para o dia 1, verificou-se uma descida de 16.68% no número de variáveis e
21.71% no número de restrições. Para o planeamento semanal em exemplo, concretamente
para a primeira semana, o decréscimo foi de 16.58% e 18.89% para o número de variáveis e
restrições, respetivamente. Relativamente ao CPU, não foram obtidos os tempos, já que dado
que a solução para a instância semanal era obtida relativamente rápida (10 segundos), só faria
sentido a comparação de CPU para instâncias cuja solução fosse mais demorada a ser obtida.
Assim, como prova de conceito, corrobora-se as afirmações dos autores do artigo Hane et al.
[12], em que se verificam decréscimos significativos no número de linhas e colunas do pro-
blema.
5.2.2 Comparação entre cenários
Tal como foi afirmado anteriormente, nesta secção a análise recairá sobre sobre os cenários
de teste. Inicialmente, tendo em conta as variações de procura associada, e composições de
frota, serão apresentados os valores de custo total, percentagem de custo referente ao spill, e
percentagem de spill em toda a procura associada ao horizonte temporal e cenário de procura
associado.
De seguida, apresentam-se na tabela 5.3, os valores das métricas anteriores relativas a cada
cenário, para cada uma das 12 instâncias consideradas (7 dias, 4 semanas, 1 mês).
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Tabela 5.3: Custo, percentagem de custo referente ao spill, e percentagem de spill para instâncias diárias.
Recordem-se as três composições de frota:
• Composição 1: 3 aviões A319, 6 aviões CRJ900, 3 aviões CRJ700;
• Composição 2: 2 aviões A319, 3 aviões CRJ900, 6 aviões CRJ700;
• Composição 3: 4 aviões A319, 3 aviões CRJ900, 3 aviões CRJ700.
Sendo que adotar-se-á a seguinte designação: A319 := tipo 1, CRJ900 := tipo 2, CRJ700 := tipo
3.




Por fim, note-se ainda (ver 4.3), que o avião com custo de utilização mais alto, considerando
a soma do custo de afetação com o custo por quilómetro, (assumindo a mesma distância entre
um par O-D) é o A319, o menos dispendioso é o CRJ700, e o intermédio, é o CRJ900 (embora
estes dois tenham igual custo de afetação, o custo por quilómetro é inferior para o CRJ700.
Analisando o spill, para o cenário de procura baixa, verifica-se que para a composição 1 e
composição 2, a percentagem de spill é a mesma. Na composição 3 verifica-se um decréscimo
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da percentagem de spill. Estes valores podem ser explicados da seguinte forma: Em relação à
composição 3, as duas primeiras composições apresentam mais aviões disponíveis do tipo 2 e
tipo 3, que são usados na totalidade na solução ótima obtida, não sendo nunca usado qualquer
avião do tipo 1 (com maior capacidade), o que diminuiria o spill. Não compensa afetar um
avião do tipo 1, visto que o seu custo, mesmo que cubra a procura total, será superior a afetar
um avião dos outros dois tipos, mesmo havendo spill. Como na composição 3, para satisfazer a
cobertura de todas as legs é necessário afetar um avião do tipo 1 visto existirem menos aviões
dos outros dois tipos, o spill será menor, mas com a consequência de aumento do custo total.
Entre as duas primeiras composições verifica-se que para a composição 2, o custo é inferior,
apesar de ter o mesmo spill. Este facto poderá ser explicado devido à maior existência e utiliza-
ção de aviões do tipo 3, que são menos dispendiosos. Por outro lado, é importante referir que
para o spill ser igual para ambas as composições, as legs com maior procura que são realizadas
por aviões do tipo 2 na composição 1, também podem ser realizadas com menos aviões do tipo
2, na composição 2, já que a capacidade dos aviões do tipo 2 é suficiente para satisfazer esses
valores de procura. Ou, alternativamente, existem legs que não têm spill, se forem cobertas
por aviões do tipo 3, mas que por constrangimentos de disponibilidade na composição 1, são
cobertas por aviões do tipo 2, aumentando o custo e mantendo-se o spill, e na composição 2,
essas legs são afetas a aviões do tipo 3, diminuindo o custo relativamente à afetação de aviões
do tipo 2 no cenário da composição 1, sem prejuízo de aumento do spill.
Quando o cenário de procura passa para época média, verifica-se naturalmente um au-
mento no custo, associado ao aumento do spill. A composição mais apelativa a nível de custo
continua a ser a composição 2. No entanto, neste cenário de procura média, o spill já difere
entre as duas primeiras composições. Este cenário de aumento de procura faz com que haja
um menor número de legs em que seja indiferente cobri-las com aviões do tipo 2 ou do tipo 3
sem ter spill. Pelo que os 6 aviões do tipo 2 existentes na composição 2, são mais atrativos neste
cenário de procura (tendo em conta apenas a minimização de spill). Tal como no cenário de
procura baixa, a composição 3 continua a ser a que apresenta maior custo e menor spill.
Por fim, considerando o cenário de procura alta, registam-se algumas alterações: A compo-
sição 1 passa a ser a mais atrativa a nível de minimização de custo, e na maior parte dos casos,
de minimização da percentagem de spill. Este facto é esperado, dado que para uma maior pro-
cura, existe maior spill para frota do tipo 3 (aumentando o custo de spill nas composições de
frota que têm mais aviões deste tipo). Note-se que a diferença entre a percentagem de custo
de spill para a procura média era quase nula entre as composições 1 e 2, mas neste cenário já
existe uma ligeira diferença (2 a 3% entre ambas as composições). Assim, visto que a composi-
ção 2 já apresenta uma maior percentagem de spill, o custo de spill também será maior, sendo
que passa a compensar afetar aviões do tipo 2 ao invés do que acontecia quando se afetavam
aviões do tipo 1. Quanto à composição 3, os 4 aviões do tipo 1 e os 3 aviões do tipo 2, são
uma pior escolha, em termos de spill, relativamente ao cenário da composição 1 que apresenta
menos um avião do tipo 1, mas o dobro dos aviões do tipo 2. Deste modo, a composição 1 é,
inequivocamente, a mais atrativa, para este cenário de procura alta.
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Tabela 5.4: Custo, percentagem de custo referente ao spill, e percentagem de spill para instâncias semanais e mensal.
Analisando agora os resultados para as instâncias semanais e mensal (ver 5.4), verifica-se
que o aumento do horizonte temporal em nada altera as conclusões referidas para a análise
de instâncias diárias, já que não existem variações significativas em cada cenário de procura
com o aumento do horizonte temporal. Posto isto, apresenta-se abaixo, um quadro resumo,
relativamente à melhor composição de frota, tendo em conta a minimização do custo total e a
minimização da percentagem de spill.
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Tabela 5.5: Quadro-resumo das melhores configurações para cada cenário.
Como é visível na tabela 5.5, as conclusões retiradas para as instâncias diárias, são análogas
para instâncias semanais e mensal, tendo em conta a minimização do custo total e percenta-
gem de spill. Concluindo, caso o gestor da companhia aérea queira optar por minimizar o custo
total, deve escolher a composição 2 face a cenários de procura baixa e média. Considerando o
cenário de procura alta, a composição que minimiza o custo total, será a composição 1. Por ou-
tro lado, caso o gestor opte por minimizar a percentagem de spill, deverá escolher a composição
3 para os cenários de procura baixa e média. Para o cenário de procura alta, a opção deverá
passar pela composição 1.
Não é o objetivo maior desta dissertação, averiguar os melhores e piores cenários para um
agente de decisão optar. Porém, caso fosse, seria pertinente utilizar uma análise multi-critério,
onde fossem dados pesos a cada objetivo (custo e spill). Desta forma, haveria um maior leque
de escolha para o gestor poder conciliar a minimização de ambos os objetivos, considerados
nesta dissertação de forma isolada. Contudo, deve ser reforçado que nesta dissertação não se
procura minimizar o spill, mas apenas o custo total de afetação.
5.2.3 Variação da penalização associada à perda de passageiros
Na secção anterior, verificou-se que para minimizar o spill, raramente foi considerada a
composição 1 (que contém mais aviões do tipo 1, que têm maior capacidade), o que significa
que é preferível pagar a penalização por spill do que afetar aviões do tipo 1. Dado este facto,
decidiu-se criar outros dois cenários de penalização: Aumentar os custos de penalização em
50% e em 100% face aos custos atuais. Com isto, é esperado que seja preferível afetar aviões
do tipo 1, do que pagar penalizações pelo spill, levando a que a composição 1 seja a escolhida
para minimizar o custo total.
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Figura 5.8: Comparação entre cenários de penalização tendo em conta a percentagem de spill para a composição de
frota 1.
É visível na figura 5.8 um decréscimo acentuado na percentagem spill aquando o aumento
do custo de penalização, à exceção do cenário de procura baixa, que tal como indicam os valores
do referido cenário, a variação entre o cenário de penalização base e de aumento de 50% é nulo.
Entre o cenário base e o cenário de aumento de 100% a variação é mínima (decréscimo do spill
em 0.1%). Para os cenários de procura média e alta, já se verificam decréscimos assinaláveis:
Para o cenário de procura média, entre o cenário de penalização base e o cenário de aumento de
50% existe um decréscimo de 3.5%, e entre o cenário base e de aumento de 100% o decréscimo
ronda os 4.3%. Por fim, para o cenário de procura alta, do cenário de penalização base para
o cenário de aumento de 50% o decréscimo foi de 0.9% e entre o cenário base e o cenário de
aumento de 100%, o decréscimo foi de 1.8%. Desta forma, verifica-se que o cenário de procura
onde o aumento dos custos de penalização por passageiro perdido acentua a variação do spill
foi o cenário de procura média.
Figura 5.9: Comparação entre cenários de penalização tendo em conta a percentagem de spill para a composição de
frota 2.
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Para a 2ª composição (ver figura 5.9), relativamente à variação do spill, para o cenário de
procura baixa, é exatamente igual ao mesmo cenário de procura para a composição de frota
do tipo 1. Quanto aos restantes cenários de procura, a variação de spill para a procura média
é de -3.4% e cerca de -4.2% entre o cenário de penalização base, para os cenários de aumento
de penalização em 50% e 100%, respetivamente. Para a procura alta, a variação volta a ser
bastante menor, tal como na composição anterior, isto é, aproximadamente de -1.1% e -2.3%
entre o cenário de penalização base para os cenários de aumento da penalização 50% e 100%,
respetivamente.
Figura 5.10: Comparação entre cenários de penalização tendo em conta a percentagem de spill para a composição
de frota 3.
Por fim, para a última composição de frota, verifica-se tendo em conta a figura 5.10, que
mesma é a que apresenta menor percentagem de spill para cenários de procura baixa e média.
Quanto à variação do spill entre os três cenários de penalizações, foram obtidas as seguintes
variações: -0.2% e -0.4% para o aumento do cenário de penalização base em 50% e 100%,
respetivamente, para cenário de procura baixa, -1.6% e -1.7% para o aumento do cenário de
penalização base em 50% e 100%, respetivamente, para cenário de procura média e para o ce-
nário de procura alta -0.4% e -0.9% para o aumento do cenário de penalização base em 50% e
100%, respetivamente. Note-se ainda, que à exceção do cenário de procura baixa, a composição
de frota 3, é a que apresenta menor variação de percentagem de spill aquando o aumento dos
custos de penalização em metade e para o dobro.
Na tabela 5.6 estão representadas as variações de custo total, percentagem do custo refe-
rente ao spill, e percentagem de spill, para a instância mensal, dado que é o maior horizonte
temporal e por conseguinte, o que terá variações mais acentuadas.
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Tabela 5.6: Variações (em percentagem) entre aumento da penalização para os 3 cenários de procura, 3 composições
de frota, na instância mensal.
Consultando a tabela 5.6, caso as penalizações por passageiro perdido aumentem em 50%,
em cenário de procura baixa, verifica-se que a composição que teve uma variação mais favorá-
vel, foi a 3ª, já que o spill reduz em 0.2% com um aumento do custo em 0.1%. Em cenário de
procura média, é visível que para a composição 1, o custo associado ao spill decresce em 1.5%,
e apesar do spill decrescer em maior percentagem nessa composição, relativamente à composi-
ção 3 (-3.5% vs -1.6%, respetivamente), a composição 1 apresenta um maior aumento no custo,
relativamente à composição 3 (0.9% vs 0.5%, respetivamente), perfazendo, deste modo a com-
posição 3, a que apresenta melhor variação. Em cenário de procura alta, a composição 1 já
é a que apresenta melhor variação, isto é, é aquela cujo custo aumenta em menor percenta-
gem,2.0%, e cuja percentagem de penalização decresce em 0.9%.
Relativamente a quando os valores de penalização passam para o dobro, no cenário de procura
baixa, a composição com variações mais benéficas mantém-se, a 3ª: aumento de 0.5% no custo
com benefício de redução da percentagem de spill em -0.4%. No cenário de procura média, vol-
tam a existir 2 composições com variações equivalentes, isto é, novamente a composição 1 tem
uma redução de 1.7% no custo referente ao spill, a redução do spill é de 4.3%, com um aumento
do custo total de 1.4%. Já para a composição 3, o custo total aumenta menos, 0.8%, porém, o
decréscimo de spill também é menor, 1.7%. Abaixo, e tendo em conta os valores exatos, com
o auxílio de um quadro-resumo idêntico ao da tabela 5.5, deduzir-se-á se alguma destas com-
posições de frota será a melhor em minimização de custo total e/ou minimização de spill. Por
fim, para o cenário de procura alta, tal como na variação de aumento em 50%, a composição 1
mantém-se, inequivocamente, como a que apresenta melhores variações. O aumento do custo
é o menor (em percentagem) entre as três composições, sendo de 3.8% com a segunda maior
redução de spillentre as mesmas, ou seja, uma redução de 1.8%.
De seguida, na tabela 5.7 apresenta-se o quadro-resumo, relativo às composições que minimi-
zam o custo total e que minimiza o spill, dadas as variações aplicadas à penalização, para a
instância mensal.
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Tabela 5.7: Quadro-resumo relativo às composições que minimizam custo total e percentagem de spill para os vários
cenários, em instância mensal.
Apesar das variações positivas obtidas a nível de decréscimo do spill com impacto sempre
abaixo dos 6% relativamente ao aumento do custo, não se obtiveram diferentes composições de
frota que minimizem quer o custo total, quer a percentagem de spill para qualquer um dos ce-
nários de procura, tanto quando se consideram valores dos custos de penalização a 150% como
a 200%. Posto isto, é possível afirmar que mesmo que os valores de penalização aumentem
para o dobro, o gestor da companhia aérea poderá manter as decisões tomadas apenas com a
informação relativa ao cenário de penalizações base.
5.2.4 Variação da composição de frota
Nesta secção, serão consideradas variações de uma unidade em cada tipo de frota, para
cada uma das três composições de frota. Ou seja, serão alterados os coeficientes relativos à
disponibilidade de cada frota na restrição de disponibilidade (3.6) do modelo 1. Apenas se-
rão consideradas variações nas restrições ativas, isto é, quando os aparelhos disponíveis de
determinado tipo são usados na sua totalidade, adicionar-se-á um aparelho desse tipo a essa
composição, e recolhem-se os resultados. Sob as mesmas condições, também será considerada
a remoção de um aparelho (consultar anexo A.23).
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Tabela 5.8: Variação no custo e na percentagem de spill, pela adição/ remoção de um avião de cada tipo de frota,
para os 3 cenários de procura.
Para as composições 1 e 2, não foi considerado o aumento ou diminuição de aviões de frotas
do tipo 1 , em cenário de procura baixa, por não terem sido usados aviões deste tipo. Simi-
larmente, em cenário de procura média, para a composição 1, também não foi considerada a
adição e remoção de frotas do tipo 1. Esta decisão justifica-se pelo facto de não terem sido uti-
lizados todos os aparelhos relativos a estes tipos, nas composições de frota apresentadas, para
os cenários de procura considerados.
Figura 5.11: Variação do custo e da percentagem de spill pela adição/ remoção de um aparelho de cada tipo em
cenário de procura baixa.
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Na figura 5.11, estão representadas as variações de custo e percentagem de spill para o
cenário de procura baixa. Neste cenário, é possível verificar que sempre que se adiciona mais
um aparelho a cada composição, ocorre uma das seguintes situações: Ou o aparelho acabou
por não ser utilizado em substituição de um aparelho de outro tipo, e devido a isso, não houve
alteração no custo, ou o aparelho foi usado, o que leva a que um outro aparelho, de outro
tipo, não o seja, acarretando assim, uma diminuição no custo. Note-se que o avião adicionado
pode substituir outro do mesmo tipo, não havendo impacto nas medidas avaliadas. Por outro
lado, quando o avião adicionado substitui, efetivamente, um avião (ou mais) de outro tipo em
determinadas legs, o custo desceu sempre.
Como foi concluído na comparação de cenários, é preferível pagar as penalizações associa-
das ao spill do que afetar um avião do tipo 1. Devido a esse facto, é natural que possa acontecer
um aumento de spill enquanto decresce o custo total, como é o caso da adição de um avião do
tipo 2 ou de um avião do tipo 3, à composição 3.
No que diz respeito à remoção de um avião, note-se que apenas houve variações aquando da
remoção de aviões do tipo 2 e do tipo 3 para as três composições. Sempre que houve variações
no custo, estas foram no sentido de aumentar o mesmo, já que se se retiraram aviões do tipo
2 e 3, que são muito menos dispendiosos relativamente ao tipo 1, e se o avião retirado for
substituído por um do tipo 1, nas legs afetas ao avião retirado, é natural que o custo aumente,
e o spill diminua (tal como acontece na remoção de aparelhos na composição 3). No entanto,
também poderá acontecer que removendo um aparelho do tipo 2 ou 3, as suas legs passarem a
ser afetas a aviões do tipo 3 e 2, respetivamente. Neste caso, poderá ser mais improvável (para
este cenário de procura), uma descida no spill (poderá até mesmo aumentar quando se substitui
um avião do tipo 2 por um avião do tipo 3). Este caso ocorre na remoção de um avião do tipo
2 para a composição 2 (caso em que o spill aumenta). Na remoção de um avião do tipo 2 e um
avião do tipo 3 para a composição 3, o spill diminui.
Figura 5.12: Variação do custo e da percentagem de spill pela adição/ remoção de um aparelho de cada tipo em
cenário de procura média.
No que concerne ao cenário de procura média, não existem ocorrências distintas às verifi-
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cadas no cenário de procura baixa. Isto é, continua-se a verificar descida no custo e aumento
da percentagem de spill aquando da adição de aparelhos. Também se continua a verificar, na
remoção de aviões, aumento do custo e descida da percentagem de spill, aumento do custo e
aumento da percentagem de spill. Apenas não acontece o aumento do custo e a não modificação
da percentagem de spill, que se verificou em cenários de procura baixa.
Figura 5.13: Variação do custo e da percentagem de spill pela adição/ remoção de um aparelho de cada tipo em
cenário de procura alta.
Relativamente ao último cenário, o de procura alta, foi verificado um novo caso de varia-
ção: descida do custo e do spill, tornando as composições de frota para onde este caso ocorre,
as únicas onde se verificaram melhorias relativas às duas medidas consideradas. Para a com-
posição 1, adicionar um avião do tipo 2 reduz ligeiramente o custo e percentagem de spill. Para
a composição 2, acontece o mesmo, para a adição de aviões do 1º e 2º tipos, embora para esta
composição, as reduções sejam superiores. Para a última composição de frota, a 3ª, a adição
de um avião do tipo 2, também reduz ambas as métricas de variação consideradas. Quanto à
remoção de aviões, e como já foi referido, não ocorreram novos casos.
Com a adição de aparelhos verificou-se que reduz significativamente os custos de afetação
nos três cenários de procura, para as três composições, mas apenas para o cenário de procura
alta, foi possível reduzir o custo e a da percentagem de spill. Quanto à redução de aparelhos,
verificou-se que as três composições têm aviões suficientes para se obterem soluções admissí-
veis, isto é, para que a cobertura das legs continue a ser total. Verificou-se ainda que é possível
existir um decréscimo na percentagem de spill, mas que na maioria dos casos, o aumento do
custo associado é muito grande. Por fim, não se verificaram casos onde a remoção de um apa-
relho resultasse numa melhoria na minimização do custo.
Para terminar, analisando a poupança no custo total associada à obtenção de um avião para
cada um dos cenários de procura, conclui-se o seguinte:
• Tendo em conta o cenário de procura baixa, independentemente da composição de frota,
ter um avião adicional do tipo 3 é sempre benéfico, chegando mesmo a uma diminuição
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de aproximadamente 585000.00 unidades monetárias na composição 3. Ter um avião adi-
cional do tipo 1 não tem vantagens ao nível de poupança. Só na composição 3 é possível
poupar no custo com um avião adicional do tipo 2, poupança essa que ronda aproxima-
damente 492000.00 unidades monetárias.
• Para o cenário de procura média, a poupança é menor para todas as composições aquando
qualquer adição. Todavia, a adição do tipo 3 continua a significar ser a mais rentável.
Novamente, não é benéfico a nível de custo, ter outro avião do tipo 1. Neste cenário, a
rentabilidade de ter outro avião é menor comparativamente ao cenário de procura ante-
rior.
• No cenário de procura alta, a rentabilidade de possuir mais um avião de qualquer tipo,
para qualquer composição, volta a ser menor. Contudo, pela primeira vez é rentável
dispor um avião adicional do tipo 1, levando a uma poupança de 4000.00 unidades mo-
netárias. Adicionalmente, a maior poupança é obtida com a posse adicional de um avião
do tipo 2: cerca de 310000.00 poupados, na composição 3.
Conclui-se também que a composição 3 é a mais susceptível a poupança.
Resumindo, a perda de um avião resulta tipicamente no aumento do custo total de afeta-
ção, sendo o maior aquando a remoção de um avião do tipo 3, para qualquer composição. No
entanto, para o cenário de procura baixa, existem casos onde não se verifica aumento do custo,
nomeadamente quando se perde um aparelho do tipo 1. No cenário de procura média, a con-
clusão é semelhante, à exceção da composição 2, onde a perda de um avião do tipo 1, leva a um
aumento ligeiro do custo, cerca de 600.00 unidades monetárias. Novamente, o decréscimo de
uma unidade na disponibilidade de aviões do tipo 3 resulta no maior aumento do custo. Por
fim, tendo em conta o cenário de procura alta, qualquer remoção de um aparelho, em qualquer
composição, resulta sempre em aumento do custo, sendo o maior no valor de aproximadamente
536000.00 unidades monetárias. Conclui-se que a frota cuja remoção em uma unidade resulta





O objetivo desta dissertação focou-se na comparação de dois modelos de programação in-
teira para o problema de afetação de frotas, para uma companhia aérea com estrutura hub-and-
spoke, com apenas um hub, e onde os aviões regressam ao hub após o fim do ciclo de voos diário
ou ao fim do horizonte do planeamento.
Relativamente aos dois modelos testados, o primeiro apresenta uma estrutura de redes de
conexões entre legs em que as sequências de voo têm inicio e fim na estação hub. O segundo
modelo, composto por uma estrutura de rede time-space, onde o fator temporal é introduzido
considerando-se assim sequências entre eventos localizados numa dada estação, para um de-
terminado tipo de frota.
Para comparar os modelos estudados, foi considerado um set de voos relativos ao mês de
maio do ano de 2017. Para cada voo existem três cenários de procura, para época baixa, média
e alta. Adicionalmente também foi considerado um set de três composições possíveis da frota
da companhia aérea. Cada composição de teste contém três tipo de frota, com disponibilidades
diferentes de aviões por tipo de frota, para os quais se conhece a capacidade, custo fixo de uti-
lização, custo por quilómetro e turnaround-time. Quando um avião é afeto a uma determinada
leg cuja procura associada é superior à capacidade do avião, ocorre o que se designa por spill
e é aplicada uma penalização de modo a evitar que sejam alocados aviões com menor capaci-
dade, de forma a minimizar o custo total de afetação. Relativamente à aplicação dos modelos,
os mesmos foram adaptados para afetações cujo horizonte temporal fosse, para além do diário,
o semanal e mensal e assim para além de instâncias diárias, também se consideraram quatro
instâncias semanais e uma instância com o mês na sua totalidade.
De forma a avaliar ambos os modelos e proceder a uma análise comparativa, tiveram-se
em conta medidas de performance dos mesmos na obtenção da solução ótima, e do valor da
relaxação linear de cada um deles. Essas medidas passaram por recolher os tempos de exe-
cução (CPU), para cada modelo, tanto para o modelo inteiro como para a respetiva relaxação
linear, o número de variáveis e restrições associadas a cada instância considerada, com um
determinado número de legs. Para além da comparação realizada entre os modelos, também
foram comparadas as instâncias de teste, para os diversos cenários de procura e composição de
frota, com o objetivo de verificar que composição poderá ser mais adequada para determinado
cenário de procura. Adicionalmente, aplicaram-se variações nos custos de penalização base,
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aumentando-os, e variações nas composições de frota existentes, adicionando ou removendo
um avião de cada tipo (considerando apenas um tipo de cada vez ), consoante os já existentes
desse tipo para a composição base fossem totalmente utilizados.
Os resultados computacionais foram bastante conclusivos. Relativamente à comparação
entre os modelos, verificou-se que o modelo com estrutura de rede de conexões, foi o que ob-
teve melhores resultados quanto ao CPU, tanto para o problema inteiro, como para a relaxação
linear. Contudo, relativamente à relaxação linear, foi inclusivo saber qual dos dois modelos é
mais forte, já que o valor de ambas foi igual ao valor do problema inteiro, existindo portando
um gap igual a 0 para ambos.Relativamente aos pré-processamentos propostos por Hane et al.
[12], verificaram-se, de facto, decréscimos significativos no número de variáveis e restrições,
embora a nível de tempo de CPU não foram retiradas conclusões, já que a maior instância tes-
tada foi respetiva a um planeamento semanal, cuja solução foi de rápida obtenção
No que diz respeito à comparação entre cenários, verificou-se que a composição 2 que é a
que tem mais aviões CRJ700, é a que minimiza o custo total para cenários de procura baixa e
média. Para o cenário de procura alta, a composição 1, cuja frota com maior disponibilidade
são aviões CRJ900, é a que apresenta melhores resultados em termos de custo total. A com-
posição 3, que apresenta mais A319, não minimiza o custo para qualquer cenário de procura,
mas é a que tem melhores resultados de minimização de percentagem de spill para os cenários
de procura baixa e média, ao contrário do cenário de procura alta, que tem na composição 1,
a composição que para além de minimizar o custo, também minimiza a percentagem de spill.
Os aumentos de 50% e 100% no custo de penalização, não surtiram em diferenças quanto às
composições mais vantajosas para qualquer cenário de procura aquando o custo das penaliza-
ções sem aumento, reforçando a qualidade das composições consideradas mais vantajosas. Por
fim, estudando a possibilidade de adição ou remoção de aviões, sem considerar a mais valia da
remoção (venda) ou o custo de adição, verificaram-se significativos decréscimos no custo total
alicerçadas à adição, principalmente de aviões CRJ900 e CRJ700. Contudo, esse acréscimo de
frota, só para um cenário de procura mais alta, aliou a descida do custo, à descida da percenta-
gem de spill. Quanto à remoção de aviões, verificou-se que para todas as composições de frota,
obtiveram-se soluções admissíveis e verificaram-se ainda que para a composição 3, abdicar de
1 avião A319 para cenários de procura baixa e média, não tem impacto nem no custo total, nem
no spill.
Como propostas para desenvolvimento futuro, seria interessante considerar estruturas que
não fossem de hub-and-spoke, ou estruturas com mais do que 1 hub. Seria pertinente aplicar
os modelos para companhias aéreas onde fosse possível que os aviões pernoitassem fora. Adi-
cionalmente, a aplicação de métodos heurísticos para re-afetações com constrangimentos de
última hora ou a resolução de modelos inteiros integrados com questões de manutenção, onde
para cada avião seria necessário obter o seu plano de voo (o que não acontece nesta disserta-
ção, já que os aviões não são diferenciados) e por fim, testar o pré-processamento proposto por
Hane et al. [12] para instâncias cuja solução demore mais tempo a obter, nomeadamente para
instâncias semanais de maior dimensão ou mensais.
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A Resultados computacionais completos
Tabela A.1: Resultados computacionais completos para o dia 1 - modelo 1.
Tabela A.2: Resultados computacionais completos para o dia 1 - modelo 2.
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A. RESULTADOS COMPUTACIONAIS COMPLETOS
Tabela A.3: Resultados computacionais completos para o dia 2 - modelo 1.
Tabela A.4: Resultados computacionais completos para o dia 2 - modelo 2.
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Tabela A.5: Resultados computacionais completos para o dia 3 - modelo 1.
Tabela A.6: Resultados computacionais completos para o dia 3 - modelo 2.
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A. RESULTADOS COMPUTACIONAIS COMPLETOS
Tabela A.7: Resultados computacionais completos para o dia 4 - modelo 1.
Tabela A.8: Resultados computacionais completos para o dia 4 - modelo 2.
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Tabela A.9: Resultados computacionais completos para o dia 5 - modelo 1.
Tabela A.10: Resultados computacionais completos para o dia 5 - modelo 2.
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A. RESULTADOS COMPUTACIONAIS COMPLETOS
Tabela A.11: Resultados computacionais completos para o dia 6 - modelo 1.
Tabela A.12: Resultados computacionais completos para o dia 6 - modelo 2.
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Tabela A.13: Resultados computacionais completos para o dia 7 - modelo 1.
Tabela A.14: Resultados computacionais completos para o dia 7 - modelo 2.
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A. RESULTADOS COMPUTACIONAIS COMPLETOS
Tabela A.15: Resultados computacionais completos para a semana 1 - modelo 1.
Tabela A.16: Resultados computacionais completos para a semana 1 - modelo 2.
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Tabela A.17: Resultados computacionais completos para a semana 2 - modelo 1.
Tabela A.18: Resultados computacionais completos para a semana 2 - modelo 2.
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A. RESULTADOS COMPUTACIONAIS COMPLETOS
Tabela A.19: Resultados computacionais completos para a semana 3 - modelo 1.
Tabela A.20: Resultados computacionais completos para a semana 3 - modelo 2.
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Tabela A.21: Resultados computacionais completos para a semana 4 - modelo 1.
Tabela A.22: Resultados computacionais completos para a semana 4 - modelo 2.
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A. RESULTADOS COMPUTACIONAIS COMPLETOS
Tabela A.23: Resultados computacionais completos para o mês - modelo 1.
76
Tabela A.24: Resultados computacionais completos para o mês - modelo 2.
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B. RESULTADOS REFERENTES À VARIAÇÃO DO VALOR ASSOCIADO À PENALIZAÇÃO
B Resultados referentes à variação do valor associado à penalização
Tabela B.25: Custo, percentagem de custo referente ao spill, e percentagem de spill para instâncias diárias com
penalizações a 150%.
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Tabela B.26: Custo, percentagem de custo referente ao spill, e percentagem de spill para instâncias semanais e
mensal com penalizações a 150%.
Tabela B.27: Custo, percentagem de custo referente ao spill, e percentagem de spill para instâncias diárias com
penalizações a 200%.
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B. RESULTADOS REFERENTES À VARIAÇÃO DO VALOR ASSOCIADO À PENALIZAÇÃO
Tabela B.28: Custo, percentagem de custo referente ao spill, e percentagem de spill para instâncias semanais e
mensal com penalizações a 200%.
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